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الطريق الى ال 100 بالرياضيات 


* يمتح حذف حقوق البرنامج من اللازم 
وسحبها او طباعتها بأکثر من نمن 


الاستنساخ .... 


3 العرنامج شیو ١‏ خد سس حول el ls‏ 
ويهدف الى خدمة الطلبة وتوفير ما يحتاجونه 
من ملازم ونصائح وغيرها ... 

تحت شعارنا الموهد ... 


الى الله 


را 


حالی 


ر 2016-74 


3 عزيزي الطالب أعلم أن ... 
نا اهرت رلك لان فام قك خا 


| اصبر على مالاتحب من المواد من أجل ما لاتحب 
هذه الدنيا مساألة حسابية ... اجعل من اليوم عبرة ومن 


الامس خبرة ... اجمع لها الجد والاجتهاد 
واطرح منها التعب والشقاء 


حلول الاسلة الوزارية الخاصة بالنصل الول ر مجموعة الاعداد المرجة مرتة حسب 
تسلسل المنهج المقرر 


» * . 2 [—3 
| 989 دور 1 جد بالصيغة العادية للعدد المركب a‏ 


ات 2 3-1 3-17 
ڪھ 2( 


I 


= )1 -21(” =1 - 4 + 4” = -3 -4¡ 


ج 
| 200 دور 1 اذا كانت ¡- 3 =ل , أ3 + 2=× جد قيمة ”ر2 + ”× 


so: × + 2y = )2+3(” + 2)3 - ¡(” = )4 + 12i + 9”) + 2)9 - 6¡ + ¡”( 
= )-5 + 121 (+ 2) 8 - 6¡( = )-5 + 12¡( + )16 - 12¡ ( = 11 + 0¡ 


aan,‏ جد الصيغة العادية للعدد اله کب 2 V3 i E 7. V3 i‏ د 
1 2004 دور 1 و ا pn.‏ : 
ت سه 


sol: (1 - V3 i(2 - )2- 3 i(7 = )1 - 2/3 ¡ + 3¡7( - )4 - 43 ¡ + 31( 
= )-2- 23 ¡( - )1 - 4/3 ¡( = )-2- 213 ¡( + )-1 + 43 ¡( 
= -3 + 23 ¡ 


| 5 دور 1 جد ناتج بالصيغة الديكارتية (¡ + 31()1 - 5) + ”(4 + 3) 


soا:‎ )3 + 4(7 + )5 - 3¡()1 + ¡( = )9 + 24¡ + 16¡2( + )5 + 5¡ - 3¡ - 3 ( 
= )-7 + 24i (+ )8 + 2 (=1 + 261 =) 1, 26 ( 


1 + 3(7 + )3 - 2(2 ضع بالصورة العادية للعدد المركب‎ mm) 
دور 1 ا ۱ اا‎ 8 


s0ا‎ : )1 + 3(” + )3 - 2¡(” = )1 + 6¡ + 97 ( + ) 9 - 12i + 47 ( 
= )-8 + 6¡( + ) 5 - 121 (= - 3 - 6 ¡ 


الطريق الى ال 100 | 
| 2 دور 1 ضع ماياتي بالصيغة العادية ثم جد نظيره الضربي(| + 2-) (¡2 + 3 ) 


sol : e =)3 + 2i()- 2 + ¡( = - 6 + 3i - 4i + 2j” = -8 - ¡ 
1 1 1 -8+i ا‎ 48 1 

1 د = د‎ = = + 
€C -8&-ji -8-ji ' -8&+1 64+1 65 65 


n |‏ جد النظير الضربي للعدد المركب 5i‏ + 3 ثم ضعه بالصورة العادية . 
3 دور 1 5_4 3 _ 3-i _ 3-i‏ 1 1 


1 
so| : C1 = = = ل‎ = 
ك‎ Ct LE] FEM 3-E] IG MUM 3 


n |‏ اذا كانت [2 + 1- = × جد قيمة 5 + ×3 + 2× بالصيغة الديكارتية ( ارجاند) 
5 دۈر 2 5 +( s0: x2 + 3x + 5 = )-1 + 2i )” + 3)-1 + 2i‏ 


4i + 47 (+ )- 3 + 6i (+5‏ - 1) = 
وهي صيغة ارجاند المطلوبة(2 , 1-) = أ2 + 1- =( أ6 + 2 ) +( أ4 -3-) = 


حل المعادلة 0 = 36 + 1377 + “ج 
1 9 دور .2 0 = ( 4 + 9()2 + )z7‏ ج 0= 36 + 1327 + ^2 : so|‏ 


either z=-9 $z=+3i OR 2 =-4 $2 =+2i 


س جد قيمة (*¡ - 1) (”¡ - 1) (¡- 1) 


83 دور 1 = (2()2) = (1 + 2()1) = (¡ + 1()1 + 1)(¡- 1) = (¡- 1) (¡- 1) (¡- 1) : اs0‏ 


+i 2 aa,‏ 2 : م 
اذا كان س = اط + ج اثبت ان 7=( ظط + ج)2 
0 قەەيداي کا r‏ 
ر ل س 5 1 Z+i Z+i 1+i Z+2i +i—1‏ 
sol: a+ þi= = = u - =]‏ 
1¬—i 1= 1+i Z2 2 2‏ 
E I. Me Ss‏ ت 1 
ا ا ا ا ( 2= ) 2(a +b‏ ج ق ت 
~e‏ ا )+1( (1-i)‏ 
| ۱ = د س 
2012 دور 3 چت ی +i 1-i‏ 1 
e‏ 
(1-i) (1+i)” 1-2i+i” 1+2i+i7 —2i 1-i 2i 1¥‏ 
1+i 1¬-1 1+1 1-1 1+1 1—-]i 1—1 1+]‏ 


9: 12:2 2i 2 
Zi+2i ۴ i+ Zi - (1 -i(+ )1 + ¡(= 2 


1+1 1+1 


2 الطریق الى ال 100 | 
[ ضع بالصيغة العادية للعدد المركب (¡ - 1) - (¡+1 
012 دور 2 ) ( ) ( 


soا‎ : )1+( = )1+1(“ )1+1( = ])1+i(”[)1+¡( = )1+2i+”(”)1+¡( 


= )21(7)1+¡( = 4i7 )1+¡( = - 4)1 +¡( = - 4 - 4¡ 
)1-i(” = )1-1(“ )1-1( = ])1-1(”[)1-1( = )1-2i+”(”)1-¡( 
= )-21()1-1( = 47 )1-1( = -4)1-¡( = - 4 + 4¡ 
(1+1) - )1-¡(“ = )-4 - 4¡( - )- 4 + 4¡( = )-4 - 4¡( + ) 4 - 4¡( = 0 - 8i 


اذا كان 1- 2i‏ = × جد قيمة 6 + ×2 + 7× 
7 ارج القطر 


sol : x” + 2x + 6 = (-1+2i)” + 2(-1+2i) + 6 
= )1 - 4i + 47” (+ )-2 + 4 ( + 6 = )-3 - 4¡( + )4+4¡i( = 1 + 0¡ 


۲ 1-13( & ^ 4 
| 8 فارج القطر ضع المقدار سس بالصيغة العادلة للعدد المركب 
ت 


1 (1-i)3 _ (1-i* (1-0 _ [(1-0*]° (1-0) _ (1-2i+ i*)° ) 1-0 
e 64 4 5 : 64 . 64 
9 کے‎ 229 =) -¡(=-1+¡ 


جد قیمتی R‏ ع ۷ , × التی تحقق 2-91- = (21 - 2x + i‏ 
TT‏ قيمتي ۴ ٤‏ ل , × التي تحقق )2 - (2x + i) (y‏ 


sol : (2xYy + 2) + (- 4x + J )i = -2 - 9| 
2XJ+2=-2 >2XyJ =-4 ......... (1 


-AX+J=-9 >¬ J=4X-9 ......... )2 )1( نعوض (2) في‎ 
2x(4x -9)=-4 ¬ [8X -18x +4 = 0 [+ 2+ 4X - 9X + 2= 0 
(4x -1)(x-2)=0 ¬> 4X-1=0 ¬+ 4x = جاما1‎ × = y=1-9=-8 


X-2=0 او‎ X=2 ~~ y=8-9 = 1 


جد قيمتي ۴ ع ل , × التي تحقق ا9 + 2 = (ا2 + ل) (¡ + ×2) واجب بنفس الاسلوب 
206 دور 1 


Ans:x=3 ¬ yJ=8,Xx=2 ¬ yJ =1 


2 + Xi) xX + j _ 9y2+9 قيقيتين التي تحفَة‎ | X د‎ e 
دور 2 دی ر کن ی‎ 8 1 


+a) E RÊ 2I ERÊ 

3y +7i 3y+71i 

(3y-7i)(3y+7i) 
3y+7i 

- 3X = 3y © -X =¥ .... )1( 

2 H7 KEG § KEE 

X=3 DTJ=-3 , X=-3 PJ=3 


)- 2x - X( + )2- X2 (= ج‎ )-3×( + )2 - ×( ¡ = 3¥ - 7i 


Z200 تش‎ r n 
دور 2 جد قيمتي لإ , × الحقيقيتين التي تحقق = ان‎ 9 | 


Z200 4-3i 


22 ےت 2ہ 
sol : (3x + 2yi) 2 > 9x + 12xyi + 4Y7 i‏ 


4+3i  4-3i 
) 9× - 4y( + ) 12xy( ¡ = + ) 9×2 - 4y) + ) 12xy( ¡ = 8)4 - 3¡( 
) 9x7 - 4¥) + ) 12X¥( ¡ = 32 - 24 ¡ 
9x” 4¥ = 32 ...... )1( , 12xy= -24 ر5‎ = .... )2( i )1( 
9×7 - 4 ) = (= 2 $ 9x -2=321.X 


9x“ - 16 = 32x2 ج‎ 9x - 32x - 16 =0 
(9x + 4)(x” -4)=0 > either 9x” + 4 = 0 غير ممکن لانه مجموع مربعين‎ 


| 0 دور 2 جد قيمتي ل , × الحقيقيتين التي تحقق x(x+*i)+J(J—i)+i=13‏ 


so: )x + xi ) + (y7 - yi (= 13 -¡ ج‎ )»7 + y( + )× - ا(‎ = 13 - ¡ 


TWN O); x—=y==1 SŠ x=y-1 O) n 
(y-1) + =13 <y -2y+1 + -13 =0 2 2y - 2-12 =0 
/-۷/-6=0 ج‎ )y- 3()y + 2( = 

either J=3 %5X=3-1=2 OR J=-2 ?X=-2-1 =-3 


© 


کک ب ا الأحيايه 


— 


= 


— 


2004 دور .2 جد قيمتي ۸ € 0 التي تحقق “ 


5 دور 2 


ملاحظة |١‏ اذا 


يمكن ان نضرب 
البسط بالعدد )1( 
ته اا( 
او 9 ثم نختصر 


جد قيمتي ,× الحقيقيتين التي تحقق 131 - 1- = (¡3 - ل) (¡ + ×) 

sol : xy - 3iX + iJ - 3j = 
(xy + 3) + ( -3X + )ظ‎ = -1 -31 
Xy+ 3 =-1 © xy = - 
-3X+ 7= -13 ۷= 3X-3 .... 


N 
© 
© 
د‎ 


تعسیدي 


e 


2-i 

1+i 

E 3 
s0: 2 (× ٣ 2 


(2D x + ( 


1+1 


(2-31 )x + (1 -i)y =0 -i ج‎ (5x -> xi) + (y- yi) =0 -i 


(×+ y(+ )- 2x - ا(‎ =0 - 


x+y =0 > X+ 2J =0 > X = -2¥ 


=x - ۷/ =-1 ج‎ -3× - 2¥ = -2 


X(3X-13)=-4 ® 3X” -13x +4 =0 © (3x - 1()× - 4) = 0 
either x= > y=3(2)-13=1-13=-12 OR SAD VAS =1 


Z دور‎ 06 1 
“enna 


> )6xy + 1( + )3× - 2y (i = -11 + 7i 


3 OR x=1 y= 2 


جد قيمتي ل , × الحقيقيتين التي تحقق 


(3x - 1()2¥y + i) + 11 = ا7‎ 
s0ا:‎ 6xy + 3Xi - 2¥ - j” = -11 + 7| 
6xy +1 = -11 ج‎ 6xy = -2 کدرو‎ 
3X-2J=7 ....(2) ® [3x+ =7 [.xX ® 3X +4 = 7X 

3X7 - 7X +4 =0 3 - -4)(x-1)( =0 
either xX = rp» دل‎ = 2 


الطریق الں ا100 لے 


جد قيمتي ل , × الحقيقيتان التي تحقق (¡ + ×)(¡ + ×2) = أ5 + ل 
y + 5i = 2X + 2X + xi + ¡j7 + y+5i = )2x7- 1( + 3X ¡‏ :اso‏ 
-1=y ....)1( , 38x55 x= ¡in )1( 22) 2 (-1=y‏ 2% 
41 _ 50-9 _ 4 _ 50 


)3 + 21(7y = )× + 3¡(” جد قيمتي ل , × الحقيقيتان التي تحقق‎ am) 
s0ا‎ : )9 + 12 + 4¡7( y = )×7 + 6x + 9 ( تەكيدي‎ 9 


)5 + 12i (y = )× 7-9 (+ 6x > 5y + 12yi = )×7 - 9 (+ 6X 
5yJ=X-9 ...(1) , 12y=6x DD x= 2y.... (2) in1 
5y = 4y -9 D 4¥ -5y-9=0 ® (4y-9)(y +1) =0 
either y= > x= OR y=-1 © x=-2 


12 + جد قيمتي ل , × الحقيقيتان التي تحقق (¡ 2 - ل)(¡ 3+ ») = أ5‎ rm | 
s0ا‎ : 12 + 5¡ = × - 2X¡ + 3¥ - 6i7 < 12 + 5i = )xy + 6( + )-2x + 3y( ¡___ 1 دور‎ 2010 
Xy+6=12 PXy=6 رد‎ =“ ....(1) In2 , -2xX+3y =5 ... )2( 
-2x + 3)) =5 + -2X2 + 18 = 5X $ 2X2 + 5X - 18 = 0 
(2x + 9 )(x - 2) = 0 
either x= > y=6()= OR x=2 > y=3 


e, ss, 
جد × الحقيقيتان اذا علمت ان __ اققا"‎ 
أ 2 دور 1 فيمتي لا, . . ا 1 ت‎ 
ery r 2-i 3-i ٠ ۳ 6-1 + 3-21 ‌ سه‎ 
sol: Ca `` x+y ( 3+i °` 3-i x+yi ( 10 = x+yi 
1 1 5 ._ 10 : 10 1+i . _ 10)1+1( 
ا ہم پا = ج‎ = e = 
2 2 x+yi 1# Te e 1-i  1+i e 2 
X+yi=5+5i > X=D5, J=5 
جد قیمتی ب , × الحقیقیتین اذا علمت ان ك , ت مترافقر‎ ۶۶ 
ل‎ 2-i ’ x+yi دورد ّ ل تخ ت‎ ZO15 
Sol: ( و‎ 6 ( 3-i ت ا 3 -6( ( 6 ا ا‎ 
sss و‎ x+yi ا‎ x+yi . x+yi 
6 6 1+i . _ 6)1+0( 
ت ا — تے‎ la ا‎ 
1 -[ E yim E ae KF YI 
X+Ji=3+3i > X=3 , J=3 


| 2 خارچ اللو 
1 2015 4 


جد قيمتي ل , × الحقيقيتان اذا علمت ان 2(7 + 1) = (ل+ »×) +( ) 


(+ ) ×+ (او + ×) +( ا )+( ز4 + ز4 + 1) = (آو‎ = )1 + 4i 


2. 
= \1+i 


41 + 3- = ا( + 1-) + (×) ج 4 + 3- = (ال + ×) + ( ¡- 0) 


3 دور‎ 3 1 
n 


الحل || 


y × +4 _„ ن‎ 
تحفق المعادله کے‎ ١ جد قيمتي الحقيقيتين‎ 
1+i X-+ 2i لتي‎ Riy 
x2 4j y (x-21)(x+2i) y y 
س = |2 ۔ × ج د ا سے‎ 
X+2i 1+ i Xx+2i 1+ i 1+ i 


(x - 2i)(1 +i) =۷ > )x + 2( + )x- 2( ¡ = ¥ + 0 ¡ 


X-2=0¬> X=2 > J=2+2=4 


= ګلھو 1 یا یې الطريق الى ال 100 ج‎ ٠ 
ڪڪ جد قيمتي ۷ , × الحقيقيتان التي تحقق المعادلة 11 = ر( -1) +× کے‎ 
تټەسیدې‎ 20 6 
ج‎ 


125 11-2i 1 es 125 (11-21) e 
E ag FT UR EIFS O gg EY QF SH 


sol : 


(11x - 2x) + (0 - 2y) = 11 ۳ )11x( + )- 2x - 2y( ¡| = 11 + 0 
11x=11 % x=1 ,-2x-2J=0 ?-x-¥J=0 0 -1-y =0 2y = -1 

تلميح || هناك طرق اخرى لحل السؤال كأن تضرب كل المعادلة في (2 + 11) للتخلص من المقامات او ان نجعل 
العدد 125 بالصورة التالية (ا2 - 11+21()11) = ”ز4 - 121 = 4 + 121 = 125 ثم تختصر مع المقام . 


علما ان السؤال بصيغته الحالية غير موجود نصا في الكتاب المدرسي 


: ea 121+9 y۶ “| رھ اذا ت‎ 2 ZO16 
)x + 2i )(Xx - i) = gg OEY ER سذۇر ج سي‎ 


121-9 1 
11+3yi 


soا:‎ )× - Xi + 2X - 27 ( = 


(11-3yi)(11+3yi) 
11+3yi 


(x2 + 2) + )-× + 2X(¡ = 

(x + 2) + )x()i = 11 - 3y 

xX+2=11 > x=9 Dx=+3 

-3y © ¥ =1‏ = 3- ج 3- ×x=‏ ,„, 1- = لص ل3y-‏ = 3© X=-3J © Xx=3‏ 
تأكيد || يمكن تبسيط الطرف الايمن من خلال الضرب بالعامل المرافق كما موضح ادناه 


121+9y2 11-3yi (121+9 y)(11-3y 11 - 3 
11+3yi ` 11-3yi (121+9 رy2( کک‎ y 


ادا كان آ- 1= ل , 3+2 = × اثبت‌ ان ¥ + * = x+y‏ 
٣ 1 am |‏ 


LHS :x+y = (3+2i) + (1-i) = 4+i = 4-i 


RHS: x + y= (3+2i) + (1-i) = (3 -2i) + (1 +i) =4-i > LHS =RHS 


Z2 +31 14+2 11—-81+ 12 26+131 ن‎ 
SS EET. ET Re 
2+31 4+9 13 

7+4i __ 7+4i 2-3i _ 14-21i+8i+12 _ 26-13i >< 
SiN ONE N 4+9 "E 


2 7¬-4i ۰ DL 
[1 ادا کار" کان - = حد‎ 
./2€ ¬ di جد‎ c + وکان سے = ا‎ c,d€ R دور 1 ن‎ 7 ۱ 
ن‎ 


14-7i-8i—-4 _ 10-15i 


= = -27-31 5$C€=2, d=-3 
4+1 5 

2 کا‎ 3 in (1 
n. ( YS cee in (1) 


X2) (2= 4 ]د‎ ×2 =4 [. ×2 > 4X - 9 = 16X7 > 4X - 16× - 9 =0 ¬+ 
ZX 4x 
(2x - 9() 2x + 1( = 0 


يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقية) 0= 1 +22 


sj» 


+2) 


VZ2Zc— di = ¥4 + 3i 
4 + 3i = X + Ji 


4+3i = (x7 - ¥) + (2X) i 


E a E es (1 , 2xy =3 


OR 2×7 -9=0 +2×7 =9 لد ( 3 ) = رح ± =× د‎ =± 
- 3 2 
V4 +3i={I(S ^ A)} 


الطریق الں ا100 لے 


”د الجذران التربيعيان للعدد المرکب Ai‏ + 3 
| 7 بتربيع الطرفين أل + × = 41 + ۷3 
+4i = (x - ¥7) + (2x) i‏ 3 


xy =3 


in (1)‏ 3( ا 

x -) (2= 3 د3 = 4- ×+ × .[3 =× ]د‎ xX -3X -4 =0 ¬ 
(x -4]((x7+1)=0 either x7+ 1 = 0 يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقي(‎ 
OR X7 -4=0 =X =4 >X= +25 J = (=) >y =1 


(3 +4i={+(2+i)} 


14+2i 


جد الجذران الترييعان للعدد المركب 
1 9 دور 2 جد الجدران التربيعان لر کہا 7 
ڪڪ : 14-14i+2i—-2i% 16-12i‏ ¡-1 14+21 . 
8Ş - 1‏ کڪ ت کک ے کک sol:‏ 
1+i 1-i 2 2‏ 


بتربيع الطرفين أل + ×= 61 - ۷/8 


8 -6i = (x - ¥) + )2xy( ¡i 


, 2X¥ = -6 


x2) (2= 8 ج¬8×7 = 9 - "× <7× . [ 8 = - 2× ]ج‎ × - 8×7 - 9= 0 ¬ 
x x2 
(x -9)( x + 1) = 0 


يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقية) 0= 1 +× 


OR X-9=0 >¬x=9 +× =±3< ل‎ =) ( >= +1 


ans: ¥/8—6i={+(3 -i)} 


ج الطریق الى ال 100 _ | 
0 دور 2 ¡6 + 8- = ”71 + ¡7 + ¡ - 1- = (¡ + 71()1 + 1-) : اso‏ 


۷-8 + بتربيع الطرفين أل + × = أ6‎ 
-8 + 6i = (Xx - ¥) + (2X) i 


in (1)‏ 3( ا ٌ دل ,2 .........6 2XY=‏ , 1( 8 اک ات کے 


8X × + 8X - 9 =0 ¬‏ - = 9 - × 5× . [8-= ج × ]د 8- =( )- × 
(x + 9)) xX - 1) = 0‏ 
يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقية) 0= 9 +× 


OR XxX -1=0 >x =1 +× =±1< ل‎ =) ( +y=+3 


ans: vV/—-8 + 6i ={+(1 + 3i )} 


ms |‏ جد الجذور التكعيبية للعدد 27 (( تلميح في وقتها لم تكن مبرهنة ديموافر موجودة في المنهج) 
sol : let z= (27 > 2° =27 $ 2°-27 =0‏ 

)z- 3( )z” + 32 + 9( =0 

z=3 OR zZ7+3z+9=0 a=1 , b=3 , c=9 


_ -b+¥b2-4ac _ -(3)+/(3)2-4.1.9 _ -3+ 9-36 _ -3+ ۷-9 
Za 2.1 2 2 


1 


تلميح || اذا لم تحدد طريقة الحل فيمكن للطالب اختيار هذه الطريقة او طريقة ديموافر 


_ -3 + 331 -3 33 _ -3 33. -3 N3. 
را ر 9808:3 ا 1 جو‎ ٣ ا‎ 


© 


د له الأحياڼه 


> 


e ل‎ 


الطریق الى ا100 __ | 


. ا کان | + 3 هو احد جذري المعادلة 0 = (¡5 + 5)+ ×ج - 2× فما قيمة ج وما هو الجذر الآخر‎ eee 
1 دور‎ 1 
mm ن‎ 


(3+i)” - a(3+i) + (5+5i) = 0 ®(9 + 6i + i”) + )5 + 5i) = a .)3+¡( 
(8 + 6i ) + (5 + 5i) = a .(3+i) ® (13 + 11i) = a .(3+i) 
1311i 11i 8 (39+11)+(-13+33)i _ 
3+i 3+i 3-i 10 
| اذا كان ¡ + 3 = ط هو احد الجذرين فنفرض ان الجذر الآخر هو‎ 


D+ 2| 


x2 - (5 + 2i) x +(5 + 5i) = 0 
x— (h+k)x+ hk =0 > h+K =5 + 2i 
(3+i)+K=5+2i ® K = (5+ 2i) - (3 +i) ® K = (5 + 2i) + (-3 -i)® K = 2 + i 


نلاحظ ان اي جذر من جذور المعادلة يحقق تلك المعادلة » ويمكن حل السؤال بالطريقة ادناه حيث يتم المقارنة 


الصورة القياسية حيث ان احد الجذرين معلوما نقوم بفرض الجذر الأخر ثم نستخدم اسلوب المقارنة . 
الحل بطريقة اخرى || اذا كان ¡ + 3 = 1 هو احد الجذرين فنفرض ان الجذر الآخر هو | 
XxX- a xX+(5+ 5i) =0‏ 
x—-(h+k)x+ hk =0‏ 
عند المقارنة بالصورة القياسية يتضح ان أ5 + 5 = K‏ . 1 , ه= K‏ + مط وعليه يفضل البدء بالمعلوم والانتهاء بالمجهول . 


K(3+i) = 5+5i > K = ے 3 ا ے چ ل ا‎ CECH 


3+i 3+1 3-i 9+1 


= 2+ 


K+(3+i)j=a د‎ (2+i)+ (3+i)=a ¬+ a =5 + 2i 
إ١ تبيه إإإ لو كان السواي بالصورة 0 = ه + ×(آ5 + 5) - 7× يمن سوف قدا وين ننتهي ؛ جرب بنفسك‎ 


(cos2 0+ i sin20)° ا‎ ine 
= ټەهیدي صضة في ابسط صوره الققدار‎ 2014 
ا‎ 


(cos50+i sin50) 


„(cos20+i sin20)° _ [(cosO+i sin§)2]° _ (cosO+i sin0)1° 5 
“(cos50+i sin50)2 5 [(cos0+i sin0)*]2 5 (cos@0+i sin0)1° 5 


الطريق الى ال 100 ج 
(cos50 +i sin50) ٍ ~—‏ 
ZO135 |‏ 2 بسط مایاتی = 
FE‏ ا (cos30 +i sin30)3‏ 


.„(cos50+i sin50)” _ [(cos0+i sin0)°]2 _ (cos0+i sin0)1® 
“(cos30+i sin30)3 [(cosO+i sin0)3]3 (cos0+i sin0)? 


= cosO + isinO 


(cos50+i sin50)Z (cos100+i sin100) 
a 


(cos30+i sin30)3 (cos90+i sin90)‏ ض 
=(cos100 + i sin100) . (cos90 + i sin90)7 ^ = (cos100 + i sin100)(cos90 — i sin90)‏ 


= [cos100 . cos90+ sin100. sin90]+[sin100. cos90 — cos100 .sin90]i 
= cos(10 0—-90)+i sin(10 0-90) =cos 0+ Isin 0 


i 5 . n.‏ 7+13 ۾ م 8 ® ف 
1 1 دور 1 صح المقدار pa,‏ بالصيغه العاديه للعدد المركب نم جد مقياسه وسعته الإساسيه . 
ا -13 _ 3+6 +7143 _ 1-23 73i‏ „ . 
arr 1+12 =1 3i‏ 
Mod z = ||z|| = r = Jx2 + y2 = |2 + ( 3)2 = 1+ 3 =4 =2‏ 
ای 2ے کک کے د ووچ کھ گے 
زاوية الاسناد < ج 1 = 0 cosO0 = a a sin‏ 


لان السعة تقع بالربع الرابع 2 = 0 


ا كان ,3.17 ) = zعددا‏ مركبا اكتب الشكل الجبري له ثم جد مقياسه والقيمة الاساسية للسعة 
2002 دور Z‏ ٍ 
sol :z=-7/3 + i‏ 


Mod z = ||z|| = r = J x2 + y2 = |32 + 1 = 1/3 +1 =4 =2 
3 


5 y 1 TT ن‎ 
cos 0 = — = Si ز أاوية الاأستاد - ج -= س = ل0‎ 
lll Z2 ° Iz] Z2 6 زا9‎ 


لان السعة تقع بالربع الثاني "2 = 0 


الطریق ال ا100 لے 


۳m‏ أا كان ( ]¡ 3/ + 1 ) = zعددا‏ مركبا اكتب الشكل الديكارتي له ثم جد مقياسه والقيمة الاساسية 
6 دور 2 
س 


للسعة 
sol :Zz=(1, 1/3)‏ 


Mod z = ||z|| = r = J x2 + y2 = |2 + = 1+۳3 =4 =2 


۷/3 1 
sin 0 = =‏ و ت 


x 
zl 


لان السعة تقع بالربع الاول “= 0 


زاوية الاسناد < ج = cos0‏ 


| گل ۲7 ) = <عددا مركا حد مقاسه والقمة الاساسة للسعة 
a |‏ ن (] 3 + 1- ) = zعددا‏ مرکبا جد مقیاسه والقِ 


sol : Mod z = ||z|| =r = Jx + y2 = |(-1)2 + (N3 )2 = (1+3 = ۷/4 =2 
3 
2 


4 -1 
= = ==, sin = 
lIzl| 2 


لان السعة تقع بالربع الثاني "= 0 


زاوية الاسناد ج 


ذا كان < عددا مركبا مقياسه 3 وسعته = جد الشكل الديكارتي (ارجاند) والشكل الجبري له , 
205 سور Z2‏ 3 : 


sol : z= r(cos 0 +i sin0 ) = 3 (cos 2+ isn &) =3 (2 + ر(¿ ك‎ 
3, 3; =3 3 


: ت Sîr‏ 
ادا کان 7 عدد مرکا مقاسه 4 وسعته س جد کلا من الشکل الدیکارتے وا < 
| 86 دور 1 ن Zz‏ عدد مرکبا مل و = من الشكل الديكارتي والجبري 


sol : z= r(cos 0 +i sin ) = 4 (cos + isn ۳ ( 1ے + )۾‎ ( 


= -2/3 + 21 32203 ,2( 


Zi 2 2 ~— 

حد المفا القمة الاإساسه للسعه للعدد الم كی 

| 207 دور Z2‏ : وو لمر 1# 
ی 


2 2i-2i 2+2i 


+1 = —— — سے س :0و 
LF I1=—E Z2 2‏ 
sol : Mod z = ||z|| = r= J/x2 + y2 = / (1)2 + (1)2 = 1/1 +1 = 2‏ 
3 ا Ee‏ س آ1 = اا — 
زاوية الاسناد ” ج cos0 = aT ET i sin 0 = TTT‏ 


لان السعة تقع بالربع الاول “= 0 


الطريق الى ال 100 __ أ 
~~ جد المقياس والقيمة الاساسية للسعة للعدد المركب i)2‏ 3 + 1( 
208 دور 1 


sol : z= 1 + 2/3 i + 3 j7 = - 2 + 23 i 
Mod z = ||z|| =! =/ x2 + y2 = |(—2)2 + (213 (2 = (4 + 12 = 16 =4 


آي ا م ٣‏ م »6 ۳ 4 
حل المقا القمة الاإساسه للسعه للعدد المر كى _ 
ZOOS‏ دوز 2 : ق چ ° iI‏ 
ahin‏ \ 


4 1+/3i 41+130 1+ 3i 


so : n = د‎ 
Mod z = ||z|| = r = x2 + y2 = |2 + = 1/13 =4 =2 
و ےگ ھ سے ۔ کے کے ب‎ N e 
cosO0 = E sin 0 = ET زاوية الاسناد > ج‎ 


)1 + ¡("' جد باستخدام مبرهنة ديموافر‎ 
Z2 ور‎ 2011 
sol : z=1+i ¬Mlod z = ||z|| = r = x2 + y2 = |+ 1 = 2 


cos 0 = کڪ س‎ sin Û = : 
|lz2l| 2ُ lIzal| V2 


arg(z) = 0 =“ السعة تساوي زاوية الاسناد لان العدد المركب يقع بالربع لاول‎ 
Zz = 2 (cos 4 isin ج(‎ = [V2 (cos 4+ isin) 1 
11 41 IN E CT 11T . . 117 
z2" = ])/2( (cosz+ isin) " ] =32 ۷/2 (cos—+ isin™—) 


SU .. JMU | 1... 1 
32 ۷/2 (cos—+ isin) =2 2)5 +1 =< ( 


|2 + 32- = (أ+1-)32=( | + ) 2 32 = 


_الطریق الی ا100 لے 


باستخدام مبرهنة ديموافر احسب قيمة '( ¡ - 1 ) 


let z=1-i >Mod z = |[|z|| = r = Jx + y2 = = ۷(1 +1 = 


E E. EEL‏ کے ے قت گے کے ب 
الربع الرابع ا 2= 0 Th 7E sin 0 = i‏ = 0ټcos‏ 


2= /2( cos + isin &) 


ر cos + isin 7)" = (2) (cos + isin‏ (2/[ = 7 ج 


چ T ّ T‏ ص 
¥/2(cos 7 + isin *) =8 2 (5+ =i)(=8 +8‏ 8= 


5 دور 1 جد الجذور التكعيبية للعدد ¡ 125 باستخدام مبرهنة ديموافر 


soا‎ : Zz = 125i = 125 ) o> +i sin > ) 
2 TM . . T3 
z3 = [| 125)(cos ۴ i sin 7 


1 


0 = 3 = (125(3 ) cs 2 


+Z2kKT , _ "r2k 
Fr =125 , a SR ) ;k=0,1,2 


1 TT n - TT 
if k=0 ¬دz3‎ =5 (cos = +I sin=) 4 3 2 
6 6 2 2 E, 
if k=1 = 5 )c0 + ¡ sin ( 
6 6 
" E1 53.8 
ا‎ : 


¡5- = ( ¡- 5)0 = اشد الخ 


الطریقالں ا٥٥‏ لے 


| عبر عن العدد المركب بالصيغة القطبية 2i‏ - 2/3 
2012 دور 1 
ق sol : Mod z = ||z|| = r = x2 + y2 = E‏ 
8 فارج القطر 


4= 12+4=/16/ = 
سے سے کے ہے چ کے کے کے ب 
4 نفازەيں 2 a gq û SRO ® a a‏ 


= (4۲9)2 زاوية الاسناد هي والسعة 8 تقع بالريع الرابع 


111 
Zz =r (cos O0+i sin 0) >Z=4(cos-+isin 7~) 


sol : Mod z = ||z|| = r = J x2 + y2 = (2)2 + (2 792 


= 1/4 + 12 = 16 =4 
cos O0 = ے ے ےک‎ mtg aS Oi. 
ا ° 2 4 الع‎ 4 2 
T rT Sr 
زاوية اسا 2 والسعة 0 تقع بالربع الرابع‎ 2۲9)Z( = 0 کے‎ 
5T 5T 
Zz =r (cos O+FIi sin 0) S2 SA COS “FSI ¬) الصورة القطبية‎ 


1 5 و5 اكتب الصيغة القطبية للعدد المركب ¡ 3 3 - 3 
2 3- + = ااي sol: Mod z = ||z|| =r‏ 


= 9 + 27 
coş O0 = E. 31 sin 0 ر‎ - 33 = NS 
lIzll| 6 Z2 zl 6 2 
arg(z) = O0 = 27 = تقع بالريع الرابع 0والسعة < زاوية الاسناد هي‎ 


Zz =r (cos O0 +i sin 0 ) 5 Zz =6 (cos + ¡ sin 2) الصورة القطبية‎ 


£ eas E isin 
. 6 6 


sol: [cos mr +isin Tr] 
24 24 


ا :& ل الأحيایه 


u aê 


الطريق الى ال 100 > 
ms |‏ اذا کان [2 + 5 = ر2 , Zz, = 3 + 4i‏ وضح علی شکل ارجاند ر + ہ2 
5 دور 3 


SOl : Z=3+4i ¬ pص(z1)=(3,4)‎ Pp( Zı+ 


a. 


Z2=5 + 2 => p)z2(=)5,2( P(z2) 


Zږ+Zر=‎ z= )3+41( + )5+21 


= 8 + ا6‎ > Pp), +Z2(= )8,6( 


حل المعادلة 0 = 8i‏ + × في © حل المعادلة 0 = آ8 - “× في © 
5 دور 1 E EE‏ 


sol : x + 8i” = 0 + )x +2i()»7 - 2i × + 4j ( = 0 
- 2 ت :و2‎ : 
پا یا ی س‎ x=2i OR x +2ix-4=0 
a51 , د , آ52‎ - a=1 , b= 2i , =-4 
_ bt b“-4ac _ C2 D+ 2 D*- 41.4 -b+/b?-4ac (-2+/ 252-41 €» 
Za 2k gg =.= oor. 
Za 2.1 
_ 2it 4+16 _ 2it 12 _ 2+23 _ -2i+-4+16 _ -21+ 12 _ -21 +23 
2 2 2 eg 
_ +2۷V3+2i _ : i. 
ا‎ + TATE 


ans: {V3+i ,- V3 +i , -2i} i ST 3-i. 2 


اذا كان 2 + 2- = z‏ عبر عن z‏ بالصيغة القطبية 
20153 دور 1 


sol : Mod z = ||z|| = e = ree =8 =2 


š -2 48 2 


liz “22 =‏ کے ٍ cos 0, = Izll| “ZVI‏ 
زاوية الاسناد هي 2 والسعة 0 تقع بالربع الثاني 


soا‎ : × - 8i” = 0 د‎ )×x -21() + 2i x +4 


rg — T_ 3T 
arg(z) = س‎ 2 


3T 3T ر‎ 
Zz=r (cos O+i sin 0) > 2=2۷ 2 (cos +i sin) الصورة القطبية‎ 


الطریق الں ا100 لے 


)8 ¡ ( جد الجذور التربيعية للعدد المركب‎ Î 
S0ا|‎ : ۷/81 =× + کے بتربيع الطرفين أل‎ 
8i = (x - y) + (2xy) i 
2 2 - ڪ کت‎ 
ê FSO (1 , 2XYJ=8......... 2, yS n. (3 in (1) 


0= )4 + × ))4 - )< 0 = 16 - × × .[ 0= 2× ]د 0=( )- x‏ 
يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقية) 0= 4 +× 
J=+2‏ >5 (ک) = ل <2 += ×+ 4= > OR X-4=0‏ 
ans: {+ (2+ 2i)}‏ 
1 
ملاحظة || يمكن حل هذا السؤال باستخدام مبرهنة دي موفر 81(2) 
TT . „TT‏ 

Sol : z=8i =8 (cos, +isin”y ) 


1 
Z2 


2k 2k 
= /8 ) ہز ¡ + 2 وه‎ -) ,k=0,1 
a E Eu E Is Û ¢ : 
if kK =0 a E eon yr Î ele =2/2) +1 ( = 2 + 21 
1 e. es. 
(= -2- 21 


-8i = (x - ¥ ( + )2xy( ¡ 
-8 —4 : 
e a sa Û , 2V cal 2, دل‎ (3 in (1) 


ZX xX 

0= )4 + × ))4 -×) = 0 = 16 - × × . [ 0 = 2× ]د 0=( =( - x‏ 
يهمل (مجموع مربعين ليس له حل في الاعداد الحقيقية) 0= 4 +× 
OR X-450 > =4 >X=+2 >J=572‏ 

ans: {±4(2-2i)} 

1 
ملاحظة || يمكن حل هذا السؤال باستخدام مبرهنة دي موفر 81(2) 
ك 3T‏ 
sol : z=-8i =8 (cos +isin- )‏ 
3T‏ 


3T 
1 42k _ _ +2kît 
z2 = 8 ) ہز ¡ + و0‎ ) ;k=0,1 


: 31 ا‎ 2T = EES ات‎ 1 
IfKk =0 ¬+z2 = 1/8 (cos +i sin) 2٨/2 ( 2+ ¡i 5 = 2 21 


N]‏ سا] 


IR... 7 1 .1 
if k=1 ¬22 = 8 ( cos ¬ + ¡ sin = 2/2) -¡ (= 2 ق‎ 


الطریقالی ا100 لے 


باستخدام مبرهنة ديموافر جد الجذور التكعيبية للعدد المركب (¡8) 


نازحين 15 20 دور 1 


کے 


2 TT 7 #_  E 
sol : z=8i =8 ( cos, +isiny ) 


TT 
g+2kr 


1 "12k 
z3 = J8 (cos +i زی‎ ( ;k=0,1,2 
1 
if Kk =0 23د‎ =2 ) cos + ¡ sin ( =2) +2 0 = 3 + 
1 ت‎ 
if k =1 ہنی ¡ + گے وه ) 2 = 23د‎ =2) +2 ( =- 3+ 1 


1 
i)= 2i‏ - 0 )2 =( کہ زی ¡ + و ) 2 = )ہی ¡ + کے وھ ) 2 = 3ےد 2= ifk‏ 


5 4 د مجموعة حل المعادلة في مجموعة الاعداد المركبة باستخدام مبرهنة ديموافر : 0 = أ8 - × 


sol : x = 8i =8 ( cos + i sin > ) 


“+2k “+2k .‏ 
ثم نكمل بنفس الاسلوب السابق 0,1,2=); ( رہ زی ¡ + س وم ) ۷8 =× 


| خارچ 2015 دور 1 جد بابسط صورة 


a) (co + isin وه) = ا ف‎ - isin = (cos - isin ر‎ = 
12Z 12 12 12 £ 4 


b) (cos +isin0)® . (cos —isin0)“ 


SOl : (cos®0 + i sin0)® . (cos —isin0)* = (cos® + i sin0)® . (cos +i sin0)7* 
= (cos +i sin0)* = cos 40 + isin 40 
OR (cos® + i sin0)® . (cos —isin0)^ 
= (cos® +i sin0)*.(cosO + i sin0)* . (cosO —i sin0)^ 
= (cosO + i sin0)*[ (cosO + i sin0)(cosO — i sin0)]“ 


= (cos40 + i sin40)(cos0 + sin0)* = (cos40 + i sin40) 


الطريق الى ال 100 > 
| 6 دور 1 ¿ اكتب العدد ”( |¡ 3/ + 1 ) = 2 بالصيغة القطبية 


sol: C=1 H3 i >r = x2 + y2 = = (1+ 3 = (4 = 2 || الطريقة الاولى‎ 


[> 
va 


لان السعة تقع بالربع الاول = 0 > 


C= Z2( COS 7 + isin ;) 


ف 2 2 ا ا 
Z = C” = 2”) cos > + isin >) = 4(cos + isin 5)‏ 


Z=(1+¥3 i)” =1 + 213 i + 3i” = - 2 + 2۷3 i 
۲= ×2 + y2 = = 4 + 12 = 16 = 4 |١ الطريقة الثانية‎ 


cos Û0 = کے ر ا‎ sin Q0 = J 3ل _ 23ے‎ 
r 4 Z2 ۳“ r 4 2 

ل“ السعة تق دا ا Tr 2Tt‏ ت i E.‏ ا Tt‏ 

ن السعة تقع بالربع ني ج = - ۲ = 0 < زاوية الاسناد تساوي ۽ 


ھ2 2 ا 
Z= r(cosO0 + isin O0) ® Z = 4(cos + isin &)‏ 
تقييم | على الرغم من ان السؤال غير موجود نصا في الكتاب المنهجي الا ان فكرته منهجية وطريقتي الحل مقبولة 
وزاريا بصيغتها الحالية وتكون الصيغة الاولى ملزمة للطالب اذا كان المطلوب في السؤال باستخدام مبرهنة ديموافر جد 
¡ 3+ 1 ) بالصيغة القطبية واذا كانت صيغة السؤال باستخدام مبرهنة ديموافر جد قيمة ”( |¡ ۷/3 + 1 ) قيمة 
4(cos & +‏ من دون ذكر عبارة الصيغة القطبية فيجب تحويل الناتج النهائي الى الصيغة الجبرية كما في ادناه ”( 
: 


3 (= TEL 


n EE 1 EF 
isin 7) = 4 ) 2 رد‎ 
3 5 8 


الطريق الى ال 100 E‏ 
”جد الصيغة القطبية للجذور الخمسة للعدد المركب 2( 1 + ۷3) 
2014 دور 1 


sol : z= 7/3 + i> Mod z= ||z|| = r= Jx2 + y2 == (1 + 3 = (4 =2 


لان السعة تقع بالربع الاول = = 0= = sSinO‏ , ا = cos‏ 


z= 2(cos + isin ^) 
6 6 


2 ا‎ 2 TT 5# "(2 15 = 2r _1 
Z5 = (z")s5= [2Z (cos * + isin <) [5 = [4(cos & + isin & FP 
TT - TT 1 
= [| 4(cos > + isin 7) |5 
2 1 2ktr , „, 3+2kr 
Z5 = 45 ) o۶ د‎ +i sin ) ;k=0,1,2,3,4 


5 5 
2 1 ل کک‎ f . . Tt 
if k=0 e 1 = ¥ 4(cos = + isin ^ ( 


= /4)cos + isin 2=( 


3" )=/4( os = + ئ¡‎ si ر(‎ 


2Z 1 
jf kK=3 25ج‎ = 45 =4) = + si 
ا‎ 8 5 8 
if K=4 ¬+25 = 45 ا‎ < is sin 7) 


= \4(cos 2 + isin ا‎ 


الطريق الى ا100 _ 


+ j باستخدا هنة د ا حد‎ ~m 
ee; ا‎ ae | 


ر د او ورت 


| 2 خارچالقلر ن 


ن السعة تقع بالربع الاول ” = ¬= 


let : 3 + iMod z = ||z|| = r = x2 + y 


sol : le 
cos Û0 = — e. sin 0 = 
llzl| 2 zl 
z= 2(cos + isin ^) 
6 6 
E 9 سا ي 9د ے‎ 
[Z2 (cos > + isin <^) ] = (2) (cos isin ~~) 
i 
35 )0+ (= أ‎ 


1 3۳ _ وزی‎ 
TT gg SM 
EN 8 
3 دور‎ 14 


الصيغة القطبية للعدد المركب أ5 - 5 


“25 + 25 = 


Mod z = ||z|| =r = x2 + y2 = = 
x 5 1 _-5 ت‎ 

الريع الرانع س = - = کہ س 

3 GS Î ¢ sin 0 a rT جج‎ 0 = =2 i لربع الرابع‎ 


cosÛ = TT 
2= 5/2( cos + isin ر‎ 
` ارچ القطر‎ 4 1 


باستخدام مبرهنة ديموافر جد الجذور التربيعية للعدد المركب ¡ 3 + 1- 


= -1)2 + 3)2 = 1+3 = 4 = 


لان السعة تقع بالربع الثاني 


sol : z=-1+ 7/31 >Mod z = ||z|| 


,sin Û = 2 وھ‎ = 
z1 2ے‎ 3 


= = لین 
lIzlı 2‏ 
1 
isin & )]2‏ + 2)5 = 2د( گے ہisi‏ + cos‏ )2 2 
ZT‏ 
—+2kT‏ 
,k=0, 1‏ 


1 kt a. 

Z2 = 1/2 ( cos +i sin) , 
2 us 1 S.B 3. 

if Kk =0 22د‎ = 2 (cos ^ +i sin ^) ESD a 
8 1 Han =1 #3, 
p3 a" 


4 
2 (cos = +isin =) 
3 3 


ج 
if k=1 >72 =‏ 


لتا دس الكلمي اليا الطريق الى ال 100 أك - 


اذا كان 2-4 هو احد جذري المعادلة 0 = 6 - ع + ×ط - × - »2 › 


5 دور 2 معاملاتها حقيقية » جد قيمتي 8 € ,ا _ 


h+k = (2 -4i )+ (2+4i)=4 , h.k= (2 -4i ) (2 + 4 i)= 4 + 16 = 20 
x — (h + k)x + hk = 0 


h=2-4i ,k =2 + 4i 


X- 4x + 20 =0 ® 2x”- 8X + 40 =0 , 2X” -(1 + b)X + (c - 6) = 0 
1+b=8 %b=7 , C-6=40%c=46 


| ۴ جد الجذور التكعببية للذ المركب ”(] + فق مبرهنة دبموافر . 
5 دور 2 خارچ و e‏ لمر + ) 1) على وفق مبر يموافر 


الطريقة الاولى :امك 


z=1+i >Mlod z = ||z|| = r = x2 + y2 = (12+ 17 = 2 


XxX 


1 
Izal| V2 |lzal| 


cos Û =‏ 
السعة تساوي زاوية الاسناد لان العدد المركب يقع بالربع لاول = 0 = arg(z)‏ 


Z = 2 (cos “4 isin J> zٌ = ]¥2 (cos 4 isin? J) 


(cos+ isin)‏ 2= ] ۶( زا [(/2)(cos+‏ س 


"r2k . „_ 2k‏ 2 3 ا ا 
2 ;0 2 ) - ڑ cos = a i sin‏ ( 3 ت (cos + isin)‏ 2| = 2(3ے) 


1 "+20 *+2(0 
کوچ @ 0 کي‎ V2 ( cos ا‎ + isin (= V2 (cos 7 + isin?) 


س 
21+“ 2(1+= 1 
kz 1. am V2 (cos + isin (= V2 (cos 1: i sinê)‏ 


1 “+22 =+2 


= 72 ) cos + isin) = V2 (0¬ i) 


2) 


الطريقة الثانية 


z= )1+i)7=1 +2 + ¡7= 21 =2 (cos + isin 


1 1 1 "r2k "r2k 

(Z)3 = 2 (cos + isin >)| ب‎ 5 ( cos زو¡ + و‎ ( ;k=0;,12 

1 “+20 20 فر ت‎ 
k= 0 2 (2)3 = V2 (cos HH + isin) = 2 (cos & + isin) 

E. VN3 م1‎ 

=2 (GF +3) 

1 2+2(1) 3+2(1)r 5 کا‎ 
k=1 3 )(3 = 2 ت ئ0(‎ : V2 (cos * + isin) 

1 کے چ 

= 2 ( 2 F21) 

1 a "+22 ا‎ 
و ) 2 = 3() © 2 کا‎ in ZZ) = V2 (cos * + isin) 


= 72 (cos + isin) = V2 (0¬ i) 


تلميح || لو كانت صيغة السؤال (( باستخدام مبرهنة ديموفر جد ”( ¡ + 1) ثم جد الجذور الثلاثة له كانت الطريقة 
الاولى هي الطريقة الاكثر قبولا اما السؤال في صيغته الحالية فتكون الطريقتين مقبولة . 


الطریق ال ا100 لے 


(cos20+i sin20)° 
(cos40 +i sin40)2 


| 2016 دور 2 خارو هل ان : 0 = (cos@ + isin0)*‏ — 
د 


اثبت ذلك . 


[(cos@+i sin0)]5 
[(cos@ +i sin@)*] 


„. (cos20+i sin20)° 


sol : چ‎ 
(cos40 +i sin40۷) 


— (cos@ +isin@) = — (cos@ +isin0) 
_ (cosO+i sin) 
(cosO+i sin0)8 


التقييم | السؤال منهجي جدا رغم عدم وجوده بهذا النص في الكتاب المقرر الا ان فكرته سهلة نسبيا وبما ان هل 


الاستفهامية يتحقق الجواب فيها ب ( نعم او كلا ) فان ورود كلمة اثبت ذلك في نهاية السؤال تشير الى وجوب اثبات 
التحقق من عدمه اما ادا وردت كلمه اثبت هي بدايه السوؤال انها تدل على وجوب تحققها . 


— (cos@ +isin0) 


(cos@ +i sin@)* — (cos@ +i sin0)* = 0 


: قطع زائد طول محوره الحقيقي (6) وحدات واحدى بؤرتيه بؤّرة القطع المكافئ الذي رأسه 

014ر ي ١‏ نقطة الاصل ويمر بالنقطتين ( ۷5 2-, 1) , ( ۷/5 2 , 1) جد معادلة القطع المكافئ الذي 

3 > 2 راسه نقطة الاصل ومعادلة القطع الزاند الذي مركزه نقطة الاصل . 

مور ٠‏ الحل :- في القطع المكافئ بما انه مار بنقطتين تقعان بالربعين الاول والرابع فان بؤرته تقع 

ك على الاحداثى السينى الموجب وكلتا النقطتين تحفق مغادلته أي ان مغادلتة ×4 = ر 

معادلة القطع المكافئ ×20 = ”ر جبؤرة القطع المكافئن (0 , 5) 5= =4P +P‏ 20 

)5 , 0( )-5 , 0( ج بؤرتي القطع الزائد‎ =5 , 22 =6 +2 =3 
c7 = a + b+ 25 = 9 + b+ b= 16 


| E معادلة القطع الزائد1‎ 
a2 b2 `” 9 16 


e‏ قطع زائد مركزه نقطة الاصل ومعادلته 90 = رم - ×۸ چ کچ ل 
85 دور 1 _حدة وبؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته 576 = 9x‏ 

2012 دور Z2‏ يمتي کل من ) ,۸ ست 

في القطع الناقص 1 س + کر 576 + ]576 = sol : [9x + 16y‏ 


C= 28‏ + 28 =7 +7 + 36 = 64 جع + a? = 64 ,b” = 36 , a” = þ7‏ 
بؤرتي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 , 28 -),(0 , ۷28) 
في القطع الزائد 3/2 = ج د6۷/2 = 2a‏ , 28/=- 

c7 = a + ”ظط + + 18 = 28 جط‎ = 0 


2 
في القطع الزائد 1 ڪچ - جد 90 + [ 90 = ۶ر - 2×] 
n F&F‏ 


U 
4 هوا‎ 1 41 
Ra ٠ << “ 


Z2 ور‎ 8 
e 


اود ا 


قطع ناقص معادلته 36 = ل) + ×ط مركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي محوريه يساوي 
(60) واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته × 3/ 4= ”ر ماقيمة كل من ۴ع ) ,| 


الحل :- في القطع المكافى ۷/3 = ۴ +3/ 4= 4۴د ×4۲ = ل, ×41/3= ⁄۷ 


(3,0), (- ۷/3 , 0( ج بؤرتي القطع الناقص‎ c=/3 
(2a) + (2b) = 60 ¬+ [4a + 4b = 60 ]+4 


a” +b” =15 +¬ a = 15 - bb .... )1‏ ج 


A = BF FEF soa (2 +15-b = +3 + 2b =12 +b =6 
a7=15-6 ¬+ a” =9 
×2 y2 
[ hx? + ky? = 36] + 36 ¬+ =1 
3 36 3 
sa se9 eh=4 e 6=— +k =6 


١ ]‏ “ + )ء 8 4 ا 5 4 I»‏ 2 7 
[ 7 دور 2 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1= =3 + کے واحد رأسیه بؤرة 
ت 


القطع المكافئ 0 = ×8 + 2ر 
الحل || في القطع الناقتص 4 = - ج 16 = 20 - 36 = þ”‏ - ”ج = ”ع , 20 = ”ط, 36 a=‏ 


ئ4:-× € 4 = ع © بؤرتي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 ,4 ±) 
yJ +8x=0 Dy =-8Xx ,J =-4px ® 4p=8 ® p =2‏ 
في القطع الزائد 2 = ج ج بؤرة القطع المكافئ وهي احد رأسي القطع الزائند (0 , 2 -) 


c=a+b” 216=4+b” > b= 12 


ا 2 2 
معادله | أثئد41 س کے 
لقطع الزا 1 2 + 1 


و 2 


eT 


الطریقالی ا100 لے 


النقطة ( | ,6 P۴)‏ تن تنتمي الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ومعادلته 1 = xX ˆ - 3y‏ 

جد كلا من قيمة 1 اشم جد طولي نصفي قطري البذرتين المرسومين من تلك النقطة , 

2010 أي نقطة ساس الى سه فانها تحقق معادلته a‏ 
8= 1¬ 8= 1> 24 = 31+ 12= 36-31 


U 
گ۹ الأحيايه‎ 
“4 3% ۹ 


9 دور 1 


القطع الزائدع ( 8/- , ۴)6 , ( ۷/8 , ۴)6 


ا 
کک ا ¬ 12 +[ 12= 3¥ - x»‏ 


a2=12 ,b” =4 , c= a” + bþ7>c? =12+4 +c =16 ¬ =4‏ 
۴ ۶ هو طول النصف القطر البؤري من الجهة اليمنى+ البؤرة اليمنى للقطع الزائد (0 , ۴)4 
ر۴ ۴١‏ هو طول النصف القطر البؤري من الجهة اليسرى+ البؤرة اليسرى للقطع الزائد (0 , 4 -)ر۴ 


PıFı= |(6—-4 )2+ (N8 - 0)(2=1/4+8 = 1/12 = 2/3 وحدة طول‎ 
P, Fo = (6 + 4 )2 + (N8 - 0)2= (100 +8 = 108 = 6/3 وحدة طول‎ 


ETT 1‏ النقطة ( 2 ,>( تنتمي الى القطع المكافئ الذي راسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي الى محور 
کے سینت وای کن کی ورت مقط فی تن مر رة بق وهن ی اس مخ مشن 
محوریه = جد معادلة كل من القطعين المكافئ والناقص . 


تحقق معادلته +¬ aاParabo‏ چ ) 2 ( Sol:‏ 


yJ? = 4PX >4=4P )-) ¬12=4° ¬۴ =3 ¬ )3 , 0( بؤرة القطع المكافئ‎ 


3 = ع ج بؤرتي القطع الناقص (0 , 3- ) , (0 , 3) ج معادلة القطع المكافى ×12 = ”ل 
Za 5 5b‏ 
4a = b> a= mea (1‏ 2= 
b 5b‏ 
b7 +9 >] = b” +9]. 16‏ = د 2)........ c2‏ + ظط = a2‏ 


5 
25b? = 16b + 144 ¬+ 9b” = 144 +b” =16 + b=4 ¬+ a= 4 + a=5 


شض y2‏ ب y2‏ 
معادلة القطع الناة 1= _— E E Ea‏ 
٢‏ و و 2 


U 
۹ الايا‎ ۹ 
aa < < ~e 


الطریقالی ا100 لے 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤّرة القطع المكافئ الذي 
معادلته 0 = ×8 + 2ل علما ان القطع الناقص يمر بالنقطة ( ۷3 , 2۷/3) . 


2000 دور 1 


الحل :- في القطع المكافى 2= +۲٣‏ 8= 4۲+ ×4°-=7ل, J7 +8x=0د+[ =-8x‏ 
بؤرة القطع المكافئ هي (0 › 2- ) أي ان بؤرتي القطع الناقص هي (0 › 2) › (0 › 2-) أي ان 2 = 


2 y2 _ 8 ۰ ۰ 

المعادلة القياسية للقطع الناقص هي 2 
3 12 

] a 31 [ . a” b+ 12b” + 3a = ab .......... (1 

aڑ‎ = þ? + c+ a= b+ 4 ........ (2 


12b + 3( b” + 4) = (b” + 4) b> 12b + 3b + 12 = b^ + 4b 
b^ + 4b -12b - 3b”- 12 = 0 +> b“-11b/-12 =0 
(b” -12)(b”+1)=0 ¬ b”+1#0 , b”-12=0 +b =12 


a = þ” + c> a” = 12 + 4 ¬+ a = 6 


ary Ek mmm A ES mm EBON KD mmm N KO mE A EA mm A EEK E mr FA E E E mm Er E E ES EEK mm i EEL E E A mm E EY E e FA mS E CFA E E A E N EEA E CLE EA mm EY CFA E EY E EES e E n La a a CE 
0 


۳ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الزائد الذي معادلته 12 = 3y‏ - 2× 
0 دور 2 ت »5 

التستنةك بى“ نه کنسبه ‏ 
| والنسبه بين داواي مجوريه که و 


2 2 
7 تەهيديي في القطع الزائد 1 = سبد 12 +[ 12 = 3y‏ -2»] : امs‏ 
8 ک2 خارچ - 


ت ڪا 2 ا 2 a 7 E E.‏ 
014 دور 4 1ئبار >a =12, b=4—- c“ =a“ +b +c =12+4 +Cc =16-¬+ C=4‏ 
۰ القطع الناقص 4 = ء جبؤرتي القطع الزائد وهما بؤرتي القطع الناقضص (0 , 4-) , (0 , 4) 


2-3, 34 ط5=‎ +>4= ....... (1 A FD-+C (2 
2b 3 


. 0 ٤ 
a FC 1 ار‎ 2 8 
1 2 


b”+ 16]. 9 ¬+ 25b = 9b” + 144 + 16b = 144 +b =9 + b= 3‏ = س 
a=2.3 +> A4 =5‏ 


2و 2× y2‏ 2× 
دله القطع الناقصضص1 2 4 E‏ + 1 ¬ 


a2 b2 


الطیقالی اد100 لے 


: ”7 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص 120 = 5y”‏ + 3×7 
2001 دور 1 


E 8‏ 4 ھا Eê‏ 
والنسبه بين طول محوره الحقيقي والبعد بين بؤرتيه كنسبه < 


e 2 a 
ر5 + 3 : ا50‎ = 120 5 + = 1 


a?=40 , b” =24 > a? =þ” +c” >40 =24 +c” ¬> c=16 %c=4 


في ق . ز أ »ج - × € 4 = ع © بؤرتي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 , 4+±) 
2c=4a $c=2a $ 4=2a a =2‏ »+ د = 


c=a” +b” + 16=4+b2 > b2 = 12‏ 
م Z‏ 2 
معادلة القطع الزائد 1 = ا س ک1 کے 


۸ جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافنين ×20- = 2 , 20X‏ = ۷ 
2001 دور والفرق بين طولي محوريه الحقيقي والمرافق يساوي 2 وحدة . 


sol : y7 = 20X ,y = 4px 2 4p = 20 Dp =5 
yJ = -20x ,J =-4pXx 2 4p =20 $ p=5 
)± 5 ,0( في القطع الزائد 5 = ع ج بوؤرتي القطعين المكافنين وهما بؤرتي القطع الزائد‎ 
either 2a-2b=2 >a-b=1 >a=b+1 ..... (1) 
c= a+b” .... (2) 
25 = (b + 1)” + b7 > 25 = þ7 + 2b + 1 + b” 2 2b + 2b - 24 = 0 
b+b-12=0 > (b+4)(b-3)=0 > b=3 ,a=3+1=4 


Z Z2 ×2 


معادلة القطع الزائد 1= ا ج1 
or 2b-2a=2 Pb-a=1 ?Pb=a+1 ..... (1)‏ 
c= a+b” .... (2)‏ 
(a + 1)” +a” © 25 = a” + 22 + 1 + a” 2 22ً + 2a - 24 = 0‏ = 25 
a”+a-12=0 > (a+4)(a-3)=0 > a=3 ,b=3+1=4‏ 
معائلة القع الزانة ي ا ا 
a= b2 9 16‏ 
تأكيد | حرف (و) في اللغة العربية لايفيد الترتيب ففي القطع الزائد يمكن ان يكون المحور الحقيقي اكبر من المحور التخيلي او 
بالعكس لذا فان الفرق بين طولي محوريه الحقيقي والتخيلي او الفرق بين طولي محوريه التخيلي والحقيقي لها نفس المعنى وهو 
الاحتمالان معا الا اذا ارتبط بقرينة كان يقال ان المحور الحقيقي يزيد على المحور التخيلي بمقدار 4 او يقال ينقص عنه عندها 
يجب الالتزام بالترتيب . 


100 RA. Wn 
= کی د د الطريق الى ال‎ 


. ا وک بؤرتيه تساوي 8 وحدات ومجموع طولي محوريه يساوي 16 وحدة‎ 
sol: 2c =8 % c=4 E X-axis 
2a+2b=16 > a+b=8 > a=8-b .....(1) 
aڑ‎ = þ7 + c7 .....)2( 
(8 - b)” = b+ 16 > 64 - 16b + b” = b” + 16 216b =48 $b =3 


a=8-3 =5‏ 
معادلة القطع الناة ا ل 
دله القطع الناقص کے ی چ کو و 


1 جد معادلة القطع الناقص الدي مرکزه نقطة الاصل ويوٴرتاه على محور السينات والمسافة بين 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما رأسا القطع الناقص 36 = ”ل9 + 7× والنسبة بين 
002 دور Z2‏ 


۰ e <8 bT EK 3 e 
. ولي محوره الحقيقي الى البعد بين بؤرتيه تساوي < وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين‎ 


sol : ]x + 9y = 36[ +6 pt +> a” = 36 $a =6 

في القطع الزائد و¡ ×ھ-× ع 6 = - ج رأسي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 ,±6) 
e22 YY 6=2a < a=3‏ ± 2 

c? = a” + þ? 2 36 =9+b” > b=27 


ت ا y2 ×2 y2‏ 2× 
معادله | الڑ ا ئد کے ت س 
اصع لز 1 a2 b2 1 > 9 2y‏ 


قطع ناقص معادلته 4 = 47۶ + »× جد طول محوريه واحداثیي رأسیه وبؤرتیه . 
3 دور 1 7 ا 
ته sol : [x + 4y = 4] +4 eR a‏ 


a=4tخa=2‎ , b=1$b=1 , a - BCG OTS 
c=3 % c=13 

طول المحور الصغير 2 = ط2 . طول المحور الكبير 4 = 2a‏ 

بؤرتي القطع الناقص (0, 3/+) , رأسي القطع الناقص (±2,0) 


_الطریق ال ا100 لے 


2 2 
معادلة القطع الزائد الذى أرتى القطع الناة = ے + ك والنسبة بين البعد بي“ 
ج القطع الزائد e ١‏ قص 1 = < + حح والنسبة بين البعد بين 
بؤرتيه وطول محوره المرافق كنسبة- . 
2 2 
في القطع الناقص 1= < += :امو 
a?=49 ,b”=24 >a? = þ?+ c? > 49=24 +c? > c?=25 DCe=5‏ 
في القطع الزائد 5 = ج ج بوؤرتي القطع الناقص والتي تنتمي الى القطع الزائد (0 , ±5) 
)...=5 6 =4 2 2 
Zb 4 4‏ 


53 دور 2 
9 دور 2 


c= a+b ...... )2( +] = 25 + B1. 6 


25b = 400 + 16b? > 9b = 400 ® 2ط‎ = 


ا xX 2 ; ê‏ 
معادله القطع الزائد 1= ~m‏ و 1 = چ و 


ج معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافىن ر24 = 7× 
4ور 1 والفرق بین طولي محوریه يساوي 4 وحدات طول . 
2015 ده 2 اوھ 6= sol : x = 24y , x= 4pJ D2 4p =24 2p‏ 
ءİ×ھ۾-ل‏ € 6 = ع © بوؤرتي القطع الناقص (0,±6) ج بؤرة القطع المكافئن (0,6 ) ج 
2a-2b =4 Şa-b=2 © a=2+b .....(1)‏ 


a” = b” +c .....(2) > (2 + b)” = b” + 36 ® 4 + 4b + b = b7 + 36 
4b =32 > b=8 > a=10 


و ےکس ت 


x2 5 9 
a2" b2 1 + 1 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين 
سک کے بؤرتيه تساوي 12 وحدة والفرق بين طولي محوريه يساوي 4 وحدات طول . 
SOl: 2Zc=12 $C =6 E X-axis‏ 
2a-2b=4 $a-b=2 > a=2+b .....(1)‏ 


a= b” +c .....(2) ® (2 + b)” = b” + 36 > 4 + 4b + b7 = b” + 36 
4b =32 > b=8 > a=10 


ET SRT معادلة القطع الناة‎ 
Tg 13g g0 


م امياي الطريق الى ال 100 __ أ 


قطعان زائد وناقص احدهما يمر ببؤرتي الآخر جد معادلة القطع الزاند اذا علمت ان معادلة القطع 
e‏ الناة کک ا ما ل | ن الاحداثيين . 

5 تەەيىدي ا pe a”‏ لمحورين الاحدائيين 

06 ور 2 تلفح ا فة[ ادها ) الواردة في اسان خضل غرها اغتراض اوي 

2008 کور 2 ويمكن استبدالها ؛ کل ( ت 

الحل :- نلاحظ ان بؤرتي القطع الناتص هما راسي القطع الزائد وراسي القطع اللاتص 


2014 دور 3 
م درت اع اراد 


Z Z2 
]9× + 257 = 225 [ +225 في القطع الناقص 1 س + د‎ 


و 


+a =25+a=5 ,b =9 + Bb =3‏ 
c7 =a” -b + c= 25-9 =16 +c =4‏ 
بؤرتي القطع الناقص وهما رأسي القطع الزائد (0 , 4 -),(0 , 4) 
رأسي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 , 5 -) , (0 ,5) 
في القطع الزائد 5= ع , 4= ص4 
9 = ”ط ظط + 16 = 25 b+‏ + ۾ = ”ع > 
ê TT‏ ا 2و 2× 
معادلة القطع a‏ 1 س 


! جد معادلة القطع المخروطي الذي محوراه هما المحورين الاحداثيين واحدى بؤرتيه (0 , 5-) 
س واحد رأسیه (0 3( 


sol: (- 5,0) = (-c,0) Cc =5 , (3,0) = (a,0)( 7 a =3‏ 
6 = ظط < ”ظط + 9 = 25 ج ط + ”ج = 7ع ج فإن القطع المخروطي هو قطع زائد ه<ع ٠٠‏ 
y2 ×2 y2 4 a‏ 2× 
دله القطع الزائد کی ی کد ا کے د چ 


(1 , 4( جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ومحوره محور السينات ويمر بالنقطة‎ SFE 
. دور4 ى ثم جد معادلة المماس له عند تلك النقطة‎ 4 


الحل | بما ان النقطة تقع في الربع الاول وبؤرة القطع المكافئ تقع على محور السينات فان معادلته 
معادلة القطع المكافىن ×16 = 7ر ج 4=مp‏ ® م16=4p> y =4px‏ 
نقطة التماس (4 , 1) , ميل المماس للمنحني 2= m=“‏ ج “= 2 16= 2y‏ 


معادلة المماس (1- »)2 = (4- /) © (,×- ×)" = (,۷-رy)‏ 


الطریق ای ا100 لے 


باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ومعادلة دليله 3/.=ر 
بما ان معادلة الدليل 3= ر فان بؤرته ( ۷/3 - , ۴)0 و (3/ , Q)×»‏ 
QM = FM‏ 


- ×)2 + )y ¬ 272 = 0+ (y + 32 


J2 -2/3 J+ 3 = X7+ J7 + 2/3 yJ +3 


x =-4(/3 JY 


7””” ”7 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين 
5 دور 1 
س 


. بؤرتيه تساوي 6 وحدات والفرق بین طولي محوریه وحدتا طول‎ 
SOl : 2c =6 PC=3 EX — axis 
2a-2b=2 Pa-b=1 © a=1+b .....(1) 
a? = b” +c .....2) > (1 +b)” = b+ 9 2 1 + 2b + b” = b+ 9 
2b=8 DD b=4 $ a=5 


ي ق شي ت 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافئين ×20- = 2ل , ×20 = 2ر 


sol : yJ = 20x , J” = 4px 2 4p =20 2p =5 1 دور‎ 2008 
¥ =-20x ,J =-4pX 2 4p =20 Dp =5 رسافة‎ 4= 5 
)5,0( , )-5,0( بؤرتي القطعين المكافئين وهما بؤرتي القطع الزائد‎ ww 


2b=8 2 b=4 
c =a +b” >25 =a” +16 >a =9 
2 2 ×2 y2 


XxX y (ء‎ e © 
22 1 + i 1 لقطع الزائد‎ 


الطریق ای ا100 لے 


» * مہ " . x2‏ تو . 
| 5 _ور 2 عن النقاط على القطع الزائد الذي معادلته 1 < سوالتي تبعد عن البؤرة في الفرع الايمن 
_-— ا a‏ 


س 1 2 
بمفدار س وحده . 
3 


sol; a“=3 , b“=1 ,c“ =a” +b >c =3+1 +c =4 ¬+ C=2 


ج = P۴‏ د للقطع الزائدع (¥ , »)۴ ۴ا , البؤرة الیمنى للقطع الزائد (0 , ۴)2 


/ )x - 2 (2+ ج بتربيع الطرفين = = 2( 0 - ر)‎ ] × - 4× + 4 + ۶ = < 1]. 3 
3X7 -12x +12 + 3y =1 ¬+3X - 12x + 11 + 3 =0 ......... (1 
2 2 
E HE cn )2 1 نعوض 2 في‎ 


]—-=1 [.3 =X -3/ =3 ¬ 3¥ 
3X2 -12x+11 + X73 =0 ¬+ 4X -12X +8=0 ¬ X7 - 3X + 2= 0 
(x-1([)X- 2( =0 
اما‎ x×=1 +3 =1-3 ¬ 3¥ =-2 يهمل‎ 
ت ف‎ 2 ۳ 1 
±+5ل ¬ 1= ل3 ¬ 54-3 3¥ >< 2=× او‎ > 


القطع الزائد 6 ( ي - ,2 ) , (,2) *. 


5 دور 2 دليله ثم جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطعين المكافئين وطول محوره الصغير 
يساوي 10 وحدات طول . 


sol : ¥ =12x ,y¥ =4pXx > 4p =12 2p =3 


yJ =-12x ,J”=-4px 2D 4p =12 Dp =3‏ 
معادلة دليليهما 3- = × , 3 = × , بؤرتي القطعين المكافئين وهما بؤرتي القطع الناقص (3,0-) , (3,0) 
2b =10 % b=5‏ 


a= c+ þ” >a” =9 + 25 ج‎ a” = 4 


معادلة القطع الناقص ا سے م 
کے ا ي 1# ا 


د 1 یا وې الطريق الى ال 100 ت _ 


#اتكن 144 = ل9 - 16×7 › جد البؤرتين والرأسين وطول كل من المحورين الحقيقي والمرافق. 


y2 ټککیدي‎ 6 


2 
کک > 2 
4 فازەیں 1= - دد 144 + [144 = 9y‏ - 16×7] 

.س 


sol : 
a” =9 >xa=3 ,b” =16 ¬b =4 
c = a+ b> c7” =9+16=25 > C=5 

(0 ,5 - ) ,(0 , 5) = (0 ,ع )۴2 ,(0 , )۴ البؤرتان 

/,)a , 0(, V2) - a, 0( = )3 , 0(, )- 3 , 0(‏ الرأسان 
طول المحور الحقيقي 6= ه2 ’ طول المحور التخيلي 8= ط2 


C a 
e == 2 الإختلاف المركزي‎ 
a 


جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطتين (6 , 3 -) , (6 , 3) ثم جد 
| 1-2006 معادلة دليله . 
الحل | بما ان النقطتان تقعان بالربعين الاول والثاني في بوؤّرة القطع المكافئ تقع على المحور الصادي الموجب 
معادلة اللليل کلم لبؤرة( ,0 x2 = 4py + 9=24p © p= © f)‏ 
اأ ھ٤‏ کے2 3 2 
معادلة القطع المكاقئ و2 x =4) y > xX‏ ج 


E‏ ) جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الزائد 32 = × - 8(۶ ويمس دليل 
2006 دور 1 القطع المكافىن 0 = ×16 + 2ل . 
6 20 دور Z‏ 


2 2 
a = 4 , Ba=3‏ ج في القطع الزائد 1 س — سد 2 + [ 32 = × - ]8y/‏ : اso‏ 


6= + 36 = + 32 + 4= 7 ج + ج = c2‏ 
بؤرتا القطع الزائد وهما بؤرتي القطع الناقص (6- , 0 ) , (6 , 0) 

-16×X , ۷ = 4PX ¬ 4P = 16 ¬ PP =4‏ = ل جد 0 = ×16 + ”ر القطع المکافئ 
هي نقطة التماس مع القطع الناقص (0 , 4) جمعادلة الدليل 4= X‏ 
في القطع الناقص لان البؤرتاه تقعان على محور الصادات 4= 6 

2 = ”۾ ج 36 + 16 = ”ج جع + 


2 
ا ا 2× 2ر 2 
معادلة القطع الناقص1 = + د1 = + ج 


E 


2 


= 
ار 


الطریق ال ا100 لے 


جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطتين (3 , 1) , (3- , 1) ثم جد 
معادلة دلبله . 


Z دور‎ 26 | 
\ ann ' 


الحل | بما ان القطع المكافئ يمر بنقطتين تقعان في الربعين الاول والرابع فان بؤرته تقع على محور السينات الموجب 
معادلة القطع المكافئ y7 = 9x‏ ج y7 = 4pX 5 9=4p © p=‏ 


معادلة الدليل x=‏ 9 م-= × , البؤرة )0 ,( = )0 , F(p‏ 
جد معادلة القطع الزاند الذي احدى بؤرتيه نقطة تقاطع المستقيم 8 = لإ - »×2 مع محور 
السينات وطول محوره التخيلي 4 وحدات . 
الحل | أي نقطة تقع على محور السينات يكون فيها 0= y‏ 
4= ع ج احدى بؤرتي القطع الزائد (4,0) 2^ J/=0 2×x=8 © ×x=4‏ 
2b=4 > b=2 , c=a? +b” >16=a +4 > a” =12‏ 


ا ق 2 ق ت 
معادله | ألڑ اند EE‏ — سے الا 
لقطح الزائد 1 0 + 1 2 


×2 y2 
بوٴرتا القطع الزائد 1 = س س‎ 
< بؤرتا القطع الز‎ 


2 2 
5= © 25 = © ”طط + ”ج = ”ع , 9= ظط , 16 = ”ج ج في القطع الزائد 1= sol:‏ 


في القطع الناقص 5 =ه ج بؤرتي القطع الزائد وهما رأسي القطع الناقص (5,0 + 


( 
2c=8 > c=4 , a =bþb? +c? > 25=b +16 $ b?=9 
اا 2 2 2چ چ‎ 


لتكن 3 = K7‏ - 7× تمثل معادلة قطع زائد احدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافىن 0 = ×8 + 2ر 
=-4۴X× ¬ 4P =8 +P =2‏ ل , ×8 - = ل <+ 0 = ×8 + ”ر في القطع المكافئ : اهو 
2 = ع جبؤرتي القطع الزائد (0 , 2-) , (0 ,2) جبؤرة القطع المكافئ (0 , 2-) 


e & e ٠ے‎ 8 

7= ,3 ق حاتي القع الز ار ا س ي 3+[3= [x - ky‏ 
3“ 3 

K =3‏ >+ ا 3= 4[ ج + 2ھ = 2م 


اسورد | 


جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته نقطة الانقلاب للدالة (1 - ×)=(×)؟ 


7 خارج القطر 
sol : f(x) = (x -1) 2 f '(x) = 3(x-1)7 2 f "(x) = 6(<-1(‏ 
نقطة الانقلاب وهي بؤرة القطع المكافئ (0 , 1) © ۴)1(=0 © ×x=1‏ ج 1(=50-×)6 
معادلة القطع المكافئ y7 = 4x‏ ج p=1 © y7 = 4px‏ 
ل س س ا 3 EEE‏ 
وطول محوره 


2 
معادلة القطع الزائد الذى بوؤرتاه هما رأسا القطع النا ے_ J‏ 
| 7 ھار القطلر ج | افطع اازااد دان بؤرتاء هما رامنا القع اانا ١ے‏ ٣٢ےے‏ 
الحقيقي (12) وحدة وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين . 
2 2 
0 =ه د 100 = ”ج ج في القطع الناقص1 = + س : امو 
هما راسا القطع الناقص وهما بؤرتا القطع الزائد (0 , 10 -) , (0 ,10) 
في القطع الزائد 6 = ج ج 12=ه2, 10= 


64 = ظط ج ٣ط‏ + 36 = 100 +”ط + ”۾ = c2‏ 


2 2 
y a‏ 
معادلة القطع الزائد 1 = ي 
E a‏ 2ط a‏ 
2 2 
جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما رأسا القطع الناقص 1 ح + س والمار ببؤرتي 


ر الناقص نفسه ثم ج مساحة القطع الناقص 
تلميح || هذه السؤال يعتبر مرادف للعبارة ( كل منهما يمر ببؤرة الآخر ) اي ان بؤرتي القطع الناقص هما راسي القطع الزائد وراسي 


القطع الناقص هما بؤرتي القطع الزائد ويشترات مع السؤال الوزاري اعلاه بالمقطع الثاني من هذا التفسير اما المقطع الاول فنقوم بحساب 
بؤرتي القطع الناقص عن طريق العلاقة “ع+”ط = ”ج والتي هي نفسها راسي القطع الزائد وستكون الاجابة النهائية هي ذاتها في السؤال 
الوزاري اعلاه رغم تغير نمط السؤال » ويضاف الى الحل حساب مساحة القطع الناقض × اج=۸ 


2 2 
جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص 1 س + د وال 
ف ظطا تة فحقيقي اف الب بين بذرآيه تاي £ . 
u‏ 2 ا 
في القطع الناقص e ET Sl‏ 
a=25 , b' =9 , a =þ” +c” $ 25=9+c” D c=16 Dc=4‏ 
= ك في القطع الزائد 4= ء © بورتي القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (0 , 4 ± ) 
%c=2a DD 4=2a > a=2% c =a +b” D> 16=4+ pb” % bb” =12‏ 
ت 2Z‏ 2 2 
معادلة القطع الزائد 1-- = > ت 


| قطع مکافئ معادلته م = 2ر ے دليله يمر بالنقطة ن قيمة 

8 يدي قطع مکافیٰ معادلتھ ×۸ و يھر ۽ (3 , 6- ) جد في 
البؤرة تقع على محور السينات ×1 4= ”ل © ,مط = ”ر :ا0و 

6 = م ج بؤرة القطع المكافئ (0 , ۴)6 ج معادلة الدليل 6- = × 


yJ =4px Dy” =24x , y =4hx ® 4h=24 > h=6 


ا 1 یا یې الطريق الى ال 100 اک ے 


قطع ناقص معادلته ) = ”ل2 + ×4 والبع بين بؤرتيه 2/3 وحدة طول جد قيمة ). 
sol: 2c=2/3+ Cc =3‏ 

2 

XxX 


k‏ ر 
= ط, 7= [4x +2 =k] +k xg + =1 >a‏ 
2 


8 دور 1 


¢ 
k k 
a = þ + ]جح‎ = ,+31].4 >2k=k +12 >) =2 


1 
م‎ 
3: 
k. 

EF 


ب 
3 
ن 

C. 

a 
H 


2 2 
ف XxX‏ 
, جد معادلة القطع الزاند الدي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1 = ا ویمس دلیل 
باي لقطع المكافئ الذي معادلته 0 = 12y‏ + 2× 
2001 =4, 1 
عذور ا ۴ ¥ XxX‏ 
4 ور 2 9= “ظط , 25 = ج جفي القطع الناقص 1 ۴ 5 اso‏ 
5 دور 1 


c” =a” -b> c= 25-9 + =16 +>c=4 

بؤّرتا القطع الناقص وهما بؤرتي القطع الزائد (4 - , 0 ) ,(4 ,0) 
4۴y +4۴ = 12 +P =3‏ =× , 12¥- = × د 0 = 12y‏ + 7× القطع المكافئ 

هي نقطة التماس مع القطع الزائد (3 , 0) جمعادلة الدليل 3 = ر 

7= ظط + 9 = 16 ج”ط + ”ج =”ع ج في القطع الزائد 4= , 4=3 


م 2 2 
معادلة القطع الزائد 1 ا ا کس 


25x + 9y = 225 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص‎ TET 
. ×2+ 8y = 0 دور ويمس دليل القطع المكافئ الذي معادلته‎ 2 ] 


9 دور 1 السينات جزءا طولة 12 وحدة . 


2 2 
في القطع الزائد ]9y - 16×2 = 144 [+ 4 e‏ : اs0‏ 


a”=16, b/ =9, c” =a” +b >c =16+9 +c =25 >C =5‏ 
في القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل 5 = ط 0۸ 5 = هج جبؤرتي القطع الزائد (5- , 0) , (5 , 0) 
بما ان الجزء المقطوع من محور السينات = 12 فان 
2a =12 +a =6 OR 2b=12> b=6‏ 
نقوم باخدذ احتمال واحد من كل احتمالين لينتج a=6 , b=5‏ 
بما ان القطبين يقعان على محور الصادات فان البؤرتين والراسين يقعان على محور السينات 


معادلة القطع الناقص 1 ل ر “ 4 “L-4‏ 
p2 36 25‏ 2 


جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ ×8 - = ”ل وطول محوره 
الكبير يساوي ثلاثة امثال طول محوره الصغير . 
بؤرة القطع المكافى (2,0-) ج 2=مp‏ 8= ص4 xم4-= sol :y=-8x, J‏ 
axis‏ -»× ع 2 = ع ج بوؤرتي القطع الناقص (0 ,2 ±) 
2a = 3(2b) ® a= 3b .... (1)‏ 
a” = b” +c .... )2(‏ 


2 e | ب‎ 3 
9b“ =b°“ +4 8b a e gt ¬» b N; ج‎ a 3 
2 2 2 2 2 2 
=1 معادلة القطع الناقص 1 + ب1 چ‎ 
2 2 


0 دور1 جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ومحوره على المحورين الاحداثيين ويمر ببؤرة 
للقطع المكافئن 0 =×۶-16/ ومساحة منطقة القطع الناقص تساوي 7 20 وحدة مساحة . 
بؤرة القطع المكافئ (4,0) ج 4=مp‏ © 16= م4 sol: y” = 16x ,J” = 4p×x‏ 

)4,0( للقطع الناقص ع‎ © either a =4 OR b =4 
abr =20r © ab = 20 

if a=4 © 4b=20 تهمل 5= ط۳‎ 

if b=4 © 4a=20 Şa=5 

بما ان القطب يقع على محور السينات فان البؤرتين والرأسين على محور الصادات 

2× 2ر 


2 
ة القطم الناة ت ا 2 ع ب 
معادله القطع الناقص 1 E 1 + iT‏ 


0 دور 2 اذا كانت 7Z‏ = 3×7 + ۶ر ) معادلة قطع ناقص بؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بنقطة 
aia‏ ت 2 SS24‏ 
تقاطع المستقيم 3 = ل + ×2 مع المحور الصادي علما ان مساحة منطقته ١‏ 2/3 وحدة 
مساحة جد قيمتي Z‏ , )| 


sol : if x=0 >y= 1۷3 > (0, 3 )€e ElliPse 
لأن البؤرة تقع على محور السينات ۷/3 = طض‎ 
2/3T=abT >2/3TT=1/3aT +a =2 


2 2 

[ K 2+ 3X =2] +Z 2ھ و 1= = و‎ = b= 
y 

6 3 ام 


4= 2=12 د=3,‎ 3= ¬ K4 
“37 - : ET CMT - 


a |‏ جد قيمة ۸ وبؤرة ودليل القطع المكافئ الذي معادلته 0 = ر8 + ×۸ المار بالنقطة (2,1) 
2011 دور 1 تلميح || السؤال نفسه سوال تمارين القطع المكافئ وتم عكس احداثي النقطة . 


الحل | اي نقطة تنتمي الى القطع المكافئ تحقق معادلته 
Ax” +8y=0 D4A+8=0 D4A=-8 DA=-2‏ 
-2x =-8y DX = 4Y , xX =A4pYy D4p =4 Dp =1‏ 
معادلة اللليل 1- = ل © م-= ر , بؤرة القطع المكافئ (1 ,0) = (م ,0 )؟ 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان لمحور السينات ومركزه نقطة الاصل ومساحة 


11 دور 2 
ور ننطقته 71۲ وحدة مريعه ومحيطه يساوي ۲۲ 10 وحدة . 
5 4 رسافة 
A=abr=7n®ab=79 a= a. (1‏ مساحة القطع الناقص 
ي a2 + b2‏ 
25 = چچ و ج ا جد اا اي 


9 b7 = 50 > 49 + b" = 50b b“- 50b + 49 = 0 
(b” - 49)(b” - 1) = 0 

يهمل 1= <b =7 © a=‏ 49= ”ظط اما 

b =1 b1 2 a =7‏ او 


معادلة القطمع الناة 7 E‏ 
دلة القطع وا 1ے gS‏ 
Î‏ جد معادلة القطع الزاند الذي مركزه نقطة الإصل وطول محوره الحقيقي 6 وحدات والاختلاف 
11 خارچ المركزي يساوي (2( وبوٴرتاه تقعان على محور السبنات . 
Sol: 2a=6 ¬a=3‏ 


=2 4c=2a ¬ =6 


ااا“ + ج c2=‏ 
2 2 


xX y x2 
كر ا‎ _ = ٩ معادلة القطع الزائد‎ 
a 


الطريق الى ال 100 = 
قطع ناقص رأساه (0 , 5 ±+) واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل والمار 

2 20 خارچ چ ف 2 < 
س 


دليله بالنقطة (4 , 3-) جد معادلة القطعين المكافئ والناقص . 
الحل | بما ان رأسي القطع الناقص يقعان على محور السينات فإن بؤرتيه يقعان على محور السينات ايضا 
اي ان بؤرة القطع المكافئ تقع على محور السينات كذلك . 
ولأن دليل القطع المكافئ يمر بالنقطة (4 , 3 -) فإن معادلة اللليل 3 - = × 
معادلة القطع المكافىن ×12 = ل © ×م4 = ل , 3 = م ج بوؤرة القطع المكافئن (0 ,۴)3 
3= ع © بؤرتي القطع الناقص (0 ,±3 ) 
5= ج ج رأسي القطع الناقص (0 , 5 ± ) 
a? = þ” +c” $25 =bþb”+9 > b”=16‏ 


6 3 2و 2× y2‏ 2× 
معادلة القطع الناقص 1 = + د 1= + 


جد معادلة القطع الناقص الذي تقع بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الاصل والنسبة بين 
3 خارھ طولي محوريه كنسبة 1:2 ويقطع القطع المكافئ ×8 = ۶ل عند 2 = × 
الحل "- في القطع المكافقئ y7 = 8x‏ عند 2 = × فان 
>=J=±+±4 ¬>(2,4) , (2 , -4) € ElliPse‏ 16=/¥ 
في القطع الناقص 1) ........ 2= 4+ ط4= 22+ (ط2)2= 22 2 = = 


=1 4 16 ےگ 4 ے‎ 4 1 ٠ 16 
E = |] س ]| = _— س‎ rT er" a 
(2b)Z b2 4b b2 


جد معادلة القطع الزائد الذي رأساه هما بؤرتي القطع الناقص 45 = ”ر5 + 9×7 والمسافة 
85 خارچ "eer,‏ 


بين بؤرتيه تساوي ضعف طول محوره المرافق . 


في القطع الناقص 1 = © 45+]45= sol : [9x + 5y‏ 
ys‏ چ 2 = ج 9-6534 = 6 a4 =9, b =5 , c =a‏ 
القطع الزائد ع 2 = ج ج بوؤرتي القطع الناقص وهما رأسي القطع الزائد (2 ± , 0) 
2c32(2BJ ® € = 2b .....(1(‏ 
c7 = a” +b .... )2(‏ 
= 2ط 4b 1 « > 3b‏ 


م 2 2 2 
معادلة القطع الزائد 1 = + 1 ج 
3 


کڪ E‏ 5 الاحیایه 


ج 


___— KCC 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتيه (0 , 4 )۴,۴ والنقطة ۴ تنتمي اليه بحيث ان محيط 
کا 
المتلث PF,F»‏ يساوي 4 وحدة ؟ 


— 


sol: (4,0)=(c,0)>c =4 
PF +P F+F, F2 = 24 Pp 
2a + 2c = 24 + 2a + 8 = 24 + 2a = 16 + a =8 


aڑ‎ = þ7 + c”+464 = b7 + 16 ¬+ b” = 48 


×2 y2 x2 y2 
الناة 1 سے کے کے ج 1 = لے کے‎ 5 ١ معادله‎ 
a2 "b2 yT CC 


ونر ر ا جه معانة القظع الذي بؤرتاء (0, 5 ± ) والنقطة © لتقد اليه بعيث ان المثاث 


۴۴ محيطه يساوي 30 وحدة طول . 


sol: (5, 0)=(c,0)>Cc=5 


per 
QF, + Q F2 + F, F> = 30 تښ يي‎ oS 


2a + 2c = 30 ¬ 2a + 10 = 30 ¬ 2a = 20 >a = 0 ۴ | ٣ےن‎ 


aڑ‎ = b? + c>100 = b + 25 +b = 5 


معاتلة الفاح الاش 1 س کي ےل × 
75 100 
جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 
م 24 =× ومجموع طولي محوريه (36) وحدة . 
الحل :- :- في القطع المكافى ‏ 6= ۴+ 24= 4°¬ x =24y ,x”= 4Py‏ 
٤ = 6‏ ج بؤرتي القطع الناقص (6- , 0) , (6 , 0) 
في القطع الناقص 1) ...... 2a+2b =36 >+>a+b=18 >¬a=18-b‏ 
ES =D FE (2‏ 
b)” = b” + 36 ¬ 324 - 36b + b = b7 + 36‏ - 18( 
36b = 324 -36 ¬+ 36b = 288 +b =8 +a = 18-8 +a = 0‏ 


الطریق ای ا100 لے 


جد معادلة القطع الناقص الذي احدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 1 › 5 


as. 
فازىين على الترتيب ويوؤرتاه تقعان على محور الصادات ومركزه نقطة الاصل.‎ 20 4 | 
sol : 


بما ان موقع البؤرة غير معلوم فيجب اخذ الاحتمالان معا 
2a =1+5 +2 =6 +4 =3‏ 


2cC=D5—-1¬+¬2C=4 +c =2 


a = þ7 + 7+9 = þ7 + 4+ = 5 
2 2 2 2 
y XxX 2 ¥ EE چ ا‎ + + 


يدور القمر حل الارض في مدار على صورة قطع ناقص سيني البؤرتين . تقع الارض في 


6 دور 2 خارچ احدى بوؤرتيه فاذا كانت اطل مسافة بين الارض والقمر ")90 واقصر مسافة بينهما 
a‏ ۹ . مہ 


sol : 


2a = 90 + 10 ¬+ 2a = 100 + ۾‎ = 0 


2c = 90 - 10+ 2= 80 ¬+ ع‎ = 40 


التقييم | فكرة السؤال منهجية ولكن واصع السؤال قد اخفق في تقدير المسافة المنطقية بين الارض والقمر واوقع 
نفسه في اشكال منطقي رغم ذلك يعد السؤال من الاسئلة السهلة نسبيا . 


الطریق الں ا100 لے 


| جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاإصل وينطبق محوراه على المحورين الاحداثين 
2012 كدور 2 ويقطع من محور ا لسبنات جزءا طوله 8 وحدات ومساحة ۲ منطقته 7۲ 24 وحدة مساحة ؟ 


sol: A=abr +>24r=abr ¬ab = 24 


الجزء المقطوع من محور السينات يمثل ( اما المحور الكبير ه2) او ( المحور الصغير طا2) 
تهمل 6= ظط + 24 = ط4+ 4= if 2a =8 +a‏ 


2b=8 ¬ b=4 ¬4a = 24 ¬+ a =6 


بما ان الجزء المقطوع من محور السينات يمثل المحور الصغير فان البؤرتين والرأسين يقعان على محور 
الصادات اي ان معادلة القطع الناقص هي 


کوج وک 
a b 36 16‏ 


ا عين البؤرة والرأس ومعادلتي كل من الدليل والمحور للقطع المكافىن 6 - = ×2+ +4y‏ 2ر 
دور 4 + 6 sol: / + 4J+ 2X =-6 >¬ + 4y + 4= -2X-‏ 
)y + 2(= - 2X -2‏ ج 


(y+ 2)” = -2)x + 1( , )y - k(7 = - 4p)x - h(> م4‎ = 2 > p= 
F(h-p , k)= F(Z, -2) البؤرة‎ , 7 (h , (= )-1 , -2( الرأس‎ 
× = معادلة اللليل - = × جم+ط‎ ,y =k معادلة المحور 2- = ل ج‎ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 
12×0-”/ وطول محوره الصغير يساوي 8 وحدات . 
بؤرة القطع المكافئ (0 ,3) © 3=مج 12= sol: y= 12x ,J” =4px 4p‏ 
sئa×xi-×‏ ع 3 = ع © بؤرتي القطع الناقص (0 ,3+) 
2b=8 > b=4‏ 
a=b”+c” $ a” =16+9=25‏ 


e‏ چ 
معادله القطع الناتص — سے — 
TT 1‏ چہا a= þ2‏ 


تھ 


چ 


8 
U‏ 
دس العلمي #1 حیایم الطريق الى ال 100 
< < ۹ 
= ا 
+ 


4 دور ± انار 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الإاصل وبؤرتاه تقعان على محور السينات ومجموع 
طولي محوريه يساوي 16 وحدة طول وبؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الزائد 6 = “ل2- 


b” =3‏ ,6 = ج في القطع الزائد 1 = - سر 6+ ]6 = sol : [x”- 2y”‏ 

c2 = a+ þî >c? =6+3 +Cc=9 ¬+ C=3 
)3 , 0(, )-3 , 0( القطع الناقص 3 = ع + بؤرتي القطع الزائد وهما بؤرتي القطع الناقص‎ 
ET ET Ta 


Za + 2b = 16 +>a+b=8¬+a =8 -þb 
(8-b) = b+ 9 > 64 - 16b + b” = bþ” +9 >¬16b =55 > b 


5329 


256 ` 
256x 256y‏ کک “ي 
ا کی و ۹ ا کک 1 
عريري الطالب من لإحتمل إن مجموع طوني محوري القطع الناتص هي 18 بدلا من 16 وهناك خط مطحي 
في السواي لون الجواب هو 


2 _= 5 


Z256 


[x -2/7 =6] +6 ج في القطع الزائد 1 = ر‎ = 6, b? =3 
= a+b >c=6+3 ¬Cc=9 ¬ C=3 
)3, 0(, )-3 , 0( القطع الناقص 3 = ع + بؤرتي القطع الزائد وهما بؤرتي القطع الناقص‎ 
2a +2b =18 xa+b=9¬+a=9-b ....... (1 E a 
(9-b)” = b” +9 >81 -18b + b” = b” +9 ¬18b = 72 ¬b =4 +b” = 6 


a” =16+ 9= 25‏ 
+ ف + y2‏ 2× 2 2 
معادله القطع الناقص 1 = + — 


ا 
a2 < 3 25 16‏ 
4 دور 4 انار اذا كانت - 


= ل ز+ع جد معادلة القطع الناقص الذي احدی بوؤرتیه ( , 0) وطول محوره 
م || e + id‏ ||2 


Yve=1 ,d=3 


4+4i+2i+2i* 2+6i‏ ا 
1 3 + 1 = ج 


sol : e+ = — 
1-i 1+i 1+1 
2lle+id|| =2|| 1+ 3i|| 52۷1+ 9= 20 


3= © 9ه احدى بؤرتي القطع الناقص (3, 0) = (0 , 0) 


2a = 2/10 a= 1/10 ^ 
ا 0 2× 2ر 2× 2ر‎ 
ah a = 1 j ehm معادله القطع الناقص‎ 


a = b+ c >10=bþb”+9 > b7 =1 


و اا کلھر الأحيايي 


الطریق ال ا100 لے 


جسر على شكل نصف قطع ناقص »› المسافة بين نهايتي قاعدته (" 24) وارتفاعه (" 9) جد 
ارتفاع الجسر عند النقطة التي تبعد عن بدايته (" 6) 

الحل | نفرض ان مركز الجسر هو نقطة الاإصل فيكون طول الجسر الافقي هو المحور الكبير للقطع 

الناقص وارتفاعه هو نصف المحور الصغير 9ط , a=12ج‏ 24 = ج2 


وعلى اعتبار ان اي نقطة تقع على القطع الناقص تحقق معادلته فان النقطة التي تبعد عن بداية 
الجسر 6 متر هي النقطة التي تبد عن نقطة الإصل 6 متر ايضا اي ان احداثيها السيني يساوي 6 والمطلوب 
الارتفاع الذي يمثل الاحداثي الصادي للنقطة 


214 ټعهیدي 


2Z 2Z 7 1 2 
x y 36 y 1 y y y 3 
و - - 1= 9و 1= + - صد 1 س ج 1 = ج‎ = - 
E E ٣ IT 81 81 4 
243 913 
م 2 ر بے ےد ر‎ 
4 2 


ج ج 
2014 جد معاننة القع لتاقن والزاك لكان ك غتوما ي يرورتي الآخر وكلاهدا تقعان لي الور 
السيني وطول المحور الكبير يساوي " 6۷/2 وطول المحور الحقيقي يساوي إ6 
الحل | في القطع الناقص 3/2 = هج دج 6۷/2= ج2 
في القطع الزائد 3= ج ج 6 = ه2 وبما انهما كل منهما يمر ببؤرتي الآخر فان راسي القطع 
الناقص هما بؤرتي القطع الزائد وبؤرتي القطع الناقص هما راسي القطع الزائد وعليه فان 
في القطع الناقص 9= ”طب 9+ ط=18د a=3/2 ,c=3 ¬جaً =p” +c”‏ 
i a‏ ۶ر 2× 2ر 2× 
معادلة لنا ا ا 
دله القطع الناقص 1 r rl‏ 
في القطع الزائد 9=”طد 9+ ”ط=18صد ”ج + ”= ”عد c=3/2 ,a=3‏ 
2 


E 2ر ل 2ر‎ n 
E اق کے سک‎ ١ معادلة‎ 
ج‎ E 1 2 1 لقطع الزائد‎ 


e |‏ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الإصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 
کے 6 = ×3 - ”ل + ۶× مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافىن ×12 = ”ل . 
الحل :- في المنحني 3×=16- ”+ »× عن 0=»× فان 
4= ع جبوؤرتي القطع الناقص (4- ,0 ) ,(0,4)<+¬ ±4+=ل د 16= J”‏ 


1 


في القطع المكافئ 3 = ۲ +¬ 12= 4۴+ ×4۴ = ”ل, J” =12x‏ 


القطع الناقص عنقطة التماس (0 ,3 جمعادلة الدليل 3 - = × 
لأن البؤرتين تقعان على محور الصادات والنقطة د تقع على محور السينات 3 b=‏ 


a = 5‏ +¬ 16 + 9 = ”ج جع + ”ط = ج 


2Z 2 2 2‏ 
معادلة القطع الناقص 1 سح“ + 2 + 4= ×+ 


777 جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه (0 , 6 ±) ويتقاطع مع محور السينات عند 4 ± = × 
2014 دور 4 1ڼبار ومرکزه نقطة الاإصل . 
sol : EOE‏ 


c=6 , a=4 , c” = a” + b> 36 = b” + 16 +b” = 0 
az b2 16 20 


5 تټەهیدي البؤرتين بالعددين 9 » 1 على الترتيب اذا علمت ان محوراه ينطبقان على المحورين الاحداثيين . 
SOl;: 2Zc=41+9 ¬ 2c =10 >C =5‏ 


2a=9-1د+2a=8‎ ¬4 =4 


c2 = a + ”ظط > + 16 = 25 ظط‎ =9 


2 2 2 2 

معادلة القطع الزائد کڪ س RAT‏ 
لزاند1 9 16 > 1 a= b2‏ 

2 


م 2 
معادلة القطع الزائد1 س چ ۹ س = 


1 Z015 
. کے وطول محوره الكبير يساوي 12 وحدة‎ 
, 2a =12 جa‎ =6 


a= þ? +c? > 36 = þ7 +25 > hb = 11 


Sol; c= DEX - axis 

معادلة القطع الناقص و کو 1- oF‏ 

dM‏ 36 ا 

التقييم || سوال سهل جدا جدا واعتقد ان ماكان مقدر له ان يكون باستخدام التعريف وقد تم تخفيف السؤال على 
الطالب بشكل كبير علما ان الطالب الذي استخدم التعريف في حله يعطى درجة كاملة . 


الطریق الی اد100 لے 


ليكن K‏ = »×4 - 5۶ قطع زائد احدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 


5 دور 2 0= × 5 - ل4 جد قيمة » . 


. س‎ 2 2 8 2 _ + E. 
sol : 4y- (5 xX =0 34J = (S5 X> X= = Y ,X = 4Py > 4P =P == 


ج 
1 فت م e‏ 1 1 ا . 1 
ع یور ع 10> , 8 ی ر 0 رة اسع لای (=0,7) 
= ج ج في القطع الزائد 1 = د ) +[ ) = 4×2 - ]5y2‏ 


k a 
5 
2 


2 5 4 
+ ]=& +. 20 ¬4 = 4k + 5k > kK =4 > k= 
5 5 4 9 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان الى محور الصادات ومساحته ۲† 32 


sما:‎ 2 = 3 + a= 8(1) 
Za 2 


abr=32r 2 2b? =32 2b? =16 > b=4 > a=8 
y2 ×2 


س 


2 2 
معادلة القطع الناقص ص ا 
bZ 1< TET 1‏ 


4 n 


الطریق الى ال 100 = 
معادلة القطم الناقص الدي, مر كز ه نقطة | رتا السينا- 
6 دور 1 چ ۹ لقطع الناقص الدي مركزه لاصل وبؤرتاه على محور السينات 


ويمر بالنقطتين (4,3) ,(6,2). 


الحل:- المعادلة القياسية للقطع الناقص هي 1 =+ 5 
a b7 ¬ 16b + Qa = ab” .......... (1‏ . [ 51+ 2 [ 
36b + 4a” = ab .......... (2‏ اط ھ. [ 1= + ج [ 


اذا تساوى الطرف الايمن في اي معادلتين تساوى فيهما الطرف الايسر ”ج9 + ”ط 16 = ”ج 4 + ط36 
20b = 5a” > a” =4b ...... (3) in (1)‏ 
16b? + 36b? = 4b“ > [52B =4! ]2 B2 >b”=13 in (3) > a = 52‏ 
معادلة القطع الناقص1 = ر x‏ +¬ 1= 
13 52 


تقييم السؤال || السؤال منهجي جدا وهو موجود في الكتاب المنهجي وتم استبدال النقطة (4, 3) في الكتاب 
المنهجي الى النقطة (3 , 4) في هذا السؤال مع الابقاء على النقطة (2 , 6) على حالها وبذلك سوف تتغير معادلة 


2 2 
القطع الناقص علما ان المعادلة النهائية في الكتاب المنهجي هي 1 =+ ت 


الطریقالی ا100 لے 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبعده البؤري مساويا أ 
6 دور 1 


٠‏ اماف عن دليله 


في القطع المكافىن 6=م ج 24= م4 © x×م4-= sol : J+ 24x =0 © yJ” =-24x , J‏ 
تمثل المسافة بين بؤرة القطع المكافئ المعطى ودليله 12= م2 
في القطع الناقص 6= ¬ 2c=12‏ ج م2c=2p‏ 


7 اذا علمت ان مساحة القطع الناقص تساوي 2" 7٣‏ 80 


abr =807r ® ab =80 ® a= في القطع الناقص‎ 


a2 = رک و 2ع + 7ط‎ = b7 + 36 ”ظط د‎ + 36]. b7 


b^ + 36b” > bþ“ + 36b” - 6400 = 0‏ = 6400 
(b” + 100 )(b”-64)=0 ® b”=64 $ b=8 © a=10‏ 
بما انه لم يذكر موقع بؤرة القطع الناقص فأن المعادلة يمكن ان تكون بكلا الاحتمالين 


معادلة القطع الناقص 1= & ر ك + 1—ٹ-&+ZÃ either‏ 
6 100 27ط a‏ 


ا 2ر 2ږ 2ر + 
معادلة القطع الناقص = OR Ta =4 a FF‏ 
تأكيد || ان وجود معادلة سينية للقطع المكافئ لاتعني ان بؤرة القطع الناقص تقع على محورالسينات لان وصف البعد 
في السؤال يشير الى قيمة عددية للبعد بين البؤرتين وليس موقعهما . اما لفظ البعد البؤري فهو لفظ غير وارد في المنهج 
العراقي وغير وارد في كل الاسئلة الوزارية السابقة ويمكن ان يشير الى قيمة ع فقط وفي هذا السؤال كان المقصود هو 
2 وفي المنطق الرياضي يكون اي تعير لفظي له اكثر من دلالة واحدة يشير الى خلل واضح في اعداد السؤال وهذا 
مالایجب حدوثه في الاسئلة الوزارية . 


السؤال منهجي بالرغم من عدم وجوده نصا في الكتاب المقرر وصيغته ركيكة بعض الشئ فيجب ان يقال ان 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبعده البؤري مساويا لبعد بؤْرة ألقطع ا 
اذا علمت ان مساحة القطع الناقص تساوي 2" #١‏ 80 . 


U 
ګلفې الأحيايه‎ 


— 


_الطریقالی ا100 لے 


جد معادلة القطع الزاند والناقص اذا كان كل منهما يمر ببؤرتي الآخر وكلاهما تقعان على محور 
السينات وطول المحور الكبير يساوي 6۷/2 وحدة طول وطول المحور الحقيقي يساوي 6 وحدة 


6 دور 1 
eee‏ 
طول . 
الحل | بما ان القطعان الزائد والناقص كل منهما يمر ببؤرة الآخر فإن بؤرتي القطع الناقص هما رأسي القطع 
الزائد ورأسي القطع الناقص هما بؤرتي القطع الزائد . 
في القطع الناقص 32 =4 + 2a2=6/2‏ 
في القطع الزائد 3=ج © 2=6 
3= - ج هما بؤرتي القطع الناقص ( 0 , ±3 ) , هما رأسي القطع الناقص ( 0 , 1۷2ہ±3) 


a= þ +c” $18=b +9 > b =9 


= 


قق اض 1ے کاو کے غا ے کو 

a 1 9 

3= ج < هما رأسي القطع الزائد ( 0 ,3 ±) , هما بؤرتي القطع الزائد ( 0 , ±3۷2) 
c= þ? +a” $18=b”+9 > b”=9‏ 


2 2 
3 y : x y ء٤ طط أ‎ 3 
a ۶ط‎ 1 9 9 1 


السؤال منهجي بالرغم من عدم وجوده نصا في الكتاب المقرر على الرغم من ان لغة السؤال ركيكة بعض الشئ 
وينقصه ان بذكر فيه ان القطعان مركزيهما نقطة الاصل . 


J 
ګالف۹ہ الأحيايه‎ 


اود ا 


جد معادلة القطع المخروطي الذي رأسه نقطة الاصل وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين 
.اختلافه المركزي يساوي 3 ويمر بالنقطة (2 , 0) 
الحل | بما ان الاختلاف المركزي اكبر من (1) فان القطع المخروطي هو قطعا زائدا 


اذا مر القطع الزائد بنقطة تقع على احد المحورين وكان مركزه نقطة الاصل فانها تمثل الرأس حتما 


206 تټفهیدي 


a =2 ,==3 c=3a %Cc=6 

c =a +b” $ 36=4+ b7 > b= 32 

OT‏ کد : 7 ر 
بما ان الراس يقع على محور الصادات فان المعادله E ê‏ [ کک چ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ 
0 = ل 16 - ۶× وطول محوره الكبير يساوي 12 وحدة . 
الحل :- في القطع المكافئ 4 = ۴ د 16= 4۴+ رx”=4۴×,‏ 16¥ = x”-16y=0¬+ x”‏ 
بؤرة القطع المكافئ هي (4 , 0) أي ان بوؤرتي القطع الناقص هي (4 , 0) ء(4- , 0) أي ان 4 = > 
في القطع الناقص 2a =12 +a=6 ,c=4‏ 
0 = ¬ 16 + ”= 36 ج + þbًَ‏ = ُa۾‏ 
2 2 


ا الق اتان کک + ا 
= دا = — e‏ 
20 36 2ط a=‏ 


مثال الكتاب|جد معادلة القطع الناقتص الذي مركزه نقطة الاإاصل واحدى بوؤرتيه بؤّرة القطع المکافئئ 0 = ×12 - 2 
وطول محوره الصغير يساوى (10) وحدات . 


a |‏ تد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 2-12×=0ر 
2014 تټممیدي وطول محوره الصغير بساوى 8 وحدات . 


ڪھ جد نقطة او اكثر تنتمي الى الدائرة 4 = ×4 - ”ر + 2× عندها يكون معدل تغير × بالنسبة 
6 دور 1 للزمن مساويا الى معدل تغير ل بالنسبة للزمن . 
dx‏ 


sol: let M (x,y) ; & = 
x2 + y7 -4X =4 

dx dy „dx_ 
2X +2 =4 =0 


t 
dx dx _ dy 
د‎ 2y ( 2x- 4) = ( - 2¥) 
کک‎ = + ])2x- 4) =)-2¥y([ +2 5X -2=- ¥ >¥ 52 -X (1 
2 


X2 + J2 -4X =4 ........ (2 
X2 + (2 — xX)” - 4X -4 = 0 
X2 + 4 — 4X + X2 -4X -4 =0 
2x2 -8Xx =0 ¬+ 2X )x×-4( = 0 


X=0 > J=2 OR X=4 +¬+J=2-4 = -2 
M={(0,2),(4,-2)} 


r |‏ سيارة تسير بسرعة ك/" 30 اجتازت اشارة مرورية حمراء ارتفاعها ۳ 3 عن سطح الار 
7 دور 1 وبعد ان ابتعدت عنها مسافة ” 3/3 اصطدمت بسيارة اخرى نتيجة عدم الالتزام بقوانين 


المرور جد سرعة تغير المسافة بين السيارة والاشارة الضوئية . 
تلميح || هذا السؤال لكي يكون منطقيا يجب ان تكون الاشارة المرورية معطقة والسيارة تمر من تحتها مباشرة وفي 
غير هذه الحالة اي انه ان كانت الاشارة تقع اعلى عمود متستقر على الارض عندها يجب ان يكون العمود على الرصيف 


وليس في وسط الشارع والا اصطدمت السيارة به . 


الحل || نفرض ان بعد السيارة عن مسقط الاشارة المرورية على الارض × ونفرض ان بعدها عن الاشارة لإ 
2 
=x +9‏ / 


J=3/3 %27 =x +9 %X=18 X=3۷2 
ست م = 2 2 ر2‎ 


a 


۔ = د (30) 3/2 = > 3۷3 


NE; = 10/6 m/s 


الطریق ای ا100 لے 


e |‏ قطار ذو عربة واحدة يسير بسرعة (ك/ "۳ 30) اجتازت شجرة ارتفاعها ۳ 3 عن سطح 
2010 تمعيدي___ الارض وبعد ان ابتعدت عنها مسافة ” 3/3 توقف نتيجة وجود عمل ارهابي على السكة 
احسب سرعة تغير المسافة بين القطار وقمة الشجرة ؟ 
تلميح || هذا السؤال فيه اشكال كبير من حيث المنطوق لان الشجرة لايمكن ان تكون على السكة مباشرة ولايمكن 
تفسير الشجرة على انها معلقة كما في تفسير سوال الاشارة المرورية لذا فان السؤال على وضعه الحالي فيه اشكال كبير 
ولايمكن ان يكرر في الامتحان الا بعد ادخال التعديل ادناه عليه ليكون سوالا ليس بسهل 
التعديل المقترح (( ان اقرب مسافة بين الشجرة والسكة هي 3 متر )) › ((كما سنفترض انه يبتعد عن قمتها )) 
وسيصبح الحل بالشكل ادناه :- 
الحل || في المثلث طعه القائم الزاوية في ع نفرض ان ل = طه والذي يمثل قطر متوازي المستطيلات 
حيث ان عط يمثل الشجرة و ع اقرب مسافة بين قاعدة الشجرة والسكة 


/ =z” +9 

[J=3/3 227 =2 +9 %2 =18 5 2=32‏ 
ے ے 2 ر ج zےرےے 4Y‏ 

2y = 22” PS Zz e (1) 


ي المثلث 4ه القائم الزاوية في ل نفرض ان z‏ = ٤ج‏ , ×=لص 
z2 =Xx+9 18=xX +9 DX =9 DD x=3‏ 


موص 1 ئي 2 27 ج 2Z = 2X‏ 
ے d5‏ ے dY‏ × ہ ے dY‏ 
y=x=— ® 33=3 (30) =~ = 103 |:‏ 


تلميح || لو قيل ان القطار يبعد عن قاعدة الشجرة في لحظة ما يساوي 3/3 لكانت الخطوة الثانية في الحل هي : 
[6 = رج 36= ج 27+9= ]z=3/3 2y‏ 


RTT‏ اسطوانة دائرية قانمة يزداد ارتفاعها بمعدل ء/"™C‏ 0.5 بحيث يظل حجمها دانما 
دور مساویا ٤۳‏ 7 320 جد معدل تغیر نصف قطر قاعدتها عندما کون ارتفاعها ٥۳‏ 5 
203 دور 2 الحل || نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة = × › ارتفاعها = › حجمها 
6 ټفشیدي 
320=xh>د V=rxh >320r=rxh‏ 
V=320 r‏ تعوض بعد الاشتقاق [ 8= × +¬ 64= »× ¬ [h=5 ¬>+320=5X7‏ 

_ „2 dh dx 
0 =X w+h.2x™ 


اي ان معدل نقصان dx dx‏ 
0.4cm/s‏ 


___— KITE 


خزان مملوء بالماء على شکل متوازي سطوح مستطیله قاعدته مربعة طولها "۳ 2 يتسرب منه 
الماء بمعدل ۸/أ" 0.4 جد معدل تغير انخفاض الماء في الخزان في أي زمن ) . 


11 دور 1 

0L |‏ 2 و : ا 2 ا 1 
د تفاع = ط , طول ضلع القاعدة المربعة = × , حجم متوازي المستطلات = ۷ ما : |50 

V=X*h ل‎ x =2 

X=2m >V=4h = -4 
dv _ „ dh _ „ dh dh _ dh _ 
د و وی او و‎ 3 m/h اا‎ 

معدل تغير انخفاض الماء في الخزان ط/" 0.1 = 


تذكير || الثابت الدائم يعوض قبل الاشتقاق والمتغير الدانم يعوض بع الاشتقاق واحيانا يعوض قبل الاشتقاق لايجاد 
قيمة متغير دانم أخر ليتم تعويضهما معا بعد الاشتقاق 


بالون كروي مملوء بالغاز فيه ثقب يتسرب منه الغاز فاذا كان معدل نقصان نصف قطره 
۰*٣ “+ 3‏ م a‏ » ۳+ 
(۸/5--) بحیث یبقی محافظا علی شکله فعندما یکون نصف قطره ۳ع 10 جد : 


1 ) معدل نقصان حجمه » 2) معدل نقصان مساحته السطحية 
الحل | نفرض ان نصف قطر الكرة ۲ وحجمها ۷ ومساحتها السطحية ۸ 
Ar 3 dv » dr‏ 
y= — F۳° 5 —- =4 —‏ 


do _ 22ر‎ 7 = : 
2 5 ڪا و ا‎ 4 (100) 3 400 cm’/s 
400 اي ان معدل نقصان الحجم يساوي ء/"ع‎ 
A = 4rr2 > AÛ - grr 3 > A =8 10)  = - 80 cm/s 
dt dt dt ۳ 22 


اي ان معدل نقصان المساحة السطحية تساويء/۶"ء 80 


n |‏ طريقان متعامدان تسير سيارة على الطريق الاول بسرعة ۳/٠‏ 80 وتسير سيارة على 
9 دور 1 الاخر بسرعة ٣ط/")‏ 60 جد معدل ابتعاد السيارتين بعد مرور ربع ساعة . 


الحل| نفرض ان الطريقان المتعامدان ل , × والبعد بين السيارتين z‏ 


„ ڭە‎ go © × = 0 (3) = 20 after Û h 
dt 4 4 


MY = ا‎ 4 
: 5 = 60 ¥ = 60 (2) = 15 after 7 h 
2 =X +¥ 
z = 400 + 225 = 625 2= 25 

dz _ ج ہو‎ dy E ر‎ 
2Z 2 2X qr 2V ar 7 Za I 


25 = )80()20(+ )60()15( 
25 & = 2500 > = 100 kmIh 
dt dt 


الطریق الں ا100 ___ | 


# بالون كروي مملوء بالغاز فيه ثقب يتسرب منه الغاز فاذا كانت النسبة بين معدل نقصان حجمه 
08 دور 2 الى معدل نقصان قطره ( 2007 ) احسب معدل نقصان حجمه عندما يكون معدل النقصان 
في مساحته السطحية ء/"80 . 
الحل || نفرض ان حجم البالون = / › ومساحته السطحية = ۸ › ونصف قطره = 


dv 
d2r 


4 = 2007 > = 2007 
E 
d2r dr dv dr 
AE 2 ا‎ 0 PETE (1) 
E 28 dv _ 2 dr 
V ۲ HE r cess (2) 
4 rr?“ = 400r = + 7 =100 ¬ =0 
وک ہے رچ‎ 
A=4rr 2 Grr™ 
dr dr س‎ 
- 80= 80 r تعوض اما في (1) او في (2) = ج‎ 
= 4007 و‎ = 400 "١/۶ معدل نقصانه ء/١ّ”۳» 400 ج معدل تغير الحجم‎ 


١١۳‏ مكب صلد طول حرفه "۳ 8 مغطى بطبقة من الجليد بحيث يحافظ على شكله مكعبا › فاذا بدأ 
1 خارچ القطر الجليد يذوب بمعدل ء/" 6 فجد معدل النقصان في سمك الجليد في اللحظة التي يكون فيها 


2014 ار القط ر سمك الجليد ۳ 1 . 
الحل :- نفرض ان سمك الجليد = × » حجم المكعب = ( طول الضلع )° 
طول ضلع المكب الصغر = 8 سيس (8) = 
طول ضلع المكب الكبير = (×2 + 8) > 2x(‏ + 8) = ر۷ 


n r 


= 
aM‏ 2 کی (2). (2 + 8 )3 = 6-> 0+ = (2. 2x(‏ + 3)8 = 
معدل نقصان سمك الجليد كا 0,01 =“ 0# معل تغير سمك الجليد كا 0,01 = “ 
ملاحظة| اذا ما عبّرنا عن الناتج بمعدل النقصان فيكتب موجبا لأن الاشارة السالبة استعضنا عنها بوصف النقصان. 


U 
هوا ۰ آ‎ 1 4T1 
ha 3% a 


الطریق الی ا100 لے 


سلم طوله "10 يستند بطرفه العلوي على حائط رأسي وبطرفه السفلي على ارض افقية فاذا 
E TT‏ انزلق الطرف السفلي مبتعدا عن الحائط بمعدل ععمءئ/" 2 عندما يكون الطرف الاسفل على بعد 
nl ETT‏ 
1 ) معدل انزلاق طرهه العلوي . 
2 ) سرعة تغير الزاوية بين السلم والارض . 


الحل :- (1) نفرض بعد قاعدة السلم عن الحائط »× » بعد رأس السلم عن الارض ل 10 
x2 + J” = 100‏ 
6= ¬ 36= ¥ ¬ 100= 64+7 
dx IF‏ 
2X +2 =‏ 


dy _ dy _ dy _ 8‏ 
m/sec‏ ڈ = + 32- = 12 +¬ 0= )2)6( + )2)8)(2) 
أي ان معدل انزلاق الطرف العلوي عهء/" - 


( 2 ) نفرض ان الزاوية بين السلم والارض = 0 


D&E ê 1 ** COS 0 ج کت‎ ×09 1 4Y 
di 10 dt 3% 10 10dt 10 dt 
8 dê _ 1 8 0 1 
مل الزاوية | 4 کے کک کا ج وا د ڪھ‎ 
10 dt 10 ) > ۲44 / ل تغير الزاوية بين السلم والارض عهء‎ 
= > rad / سرعة نقصان الزاوية بين السلم والارض عمء‎ 


تنبيه || السؤال ورد في اربع نماذج وزارية ولكن احيانا يكون مطلب واحد وهو الاول واحيانا يكون مطلبين معا . 


TE‏ افقية فاذا 
9 دۈر 2 زلق الطرف السفلي مبتعدا عن الحائط بمعدل ععكئ/" 4 جد معدل انزلاق الطرف العلوي للسلم 
في اللحظة التي يكون فيها الطرف الاسفل للسلم على بعد " 5 من الحائط 
الي بكون بلس إسلوب اساي اماد مع مراعا خير إمداد السياي داواي إن محدي انوا الارن 
العلوي لإسلم بساوي ؛ /7 مو اباد على اي اناع اينجاني مبتون سالبا ودم اللستعاضة عب 
بک ايق . 


ry‏ / صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها ۶ء 96 يتمدد طولها بمعدل ء/٠0٥2‏ بحيث تبقى 
2 دور مساحتها ثابتة › جد معدل النقصان في عرضها وذلك عندما يكون عرضها "إ» 8 . 
2014 دور 3 عرض المستطيل =ر , طول المستطيل = × , مساحة‌المستطيل = A‏ م| : أك 
5 فازحین 1± 
dr‏ ر 
dt 2 ` dt‏ ا 
(ثابت) 96 = X = 12 A‏ ¬ 8= 96 
ت OF dx‏ 
zey X=? ,y=8‏ 
dy dy _ dy_ 4‏ ن 
“cms‏ ۔ د 16- = 12 ¬+ (2) (8) + 12 = 0 


۰ 4 E. 
في تلك اللحظه‎ > cm/s ان العرض يتنافص بمعدل‎ 


صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها "٠‏ 96 يتمدد عرضها بمعدل ۶/" 20 بحيث تبقى مساحتها 


ثابتة ›» جد معدل التغير في الطول وذلك عندما يكون طولها ص 12 . 


اختلاف بسيط في الارقام عن سوال الكتاب والاسئلة الوزارية لثلاث سنوات متفرقة كما في ادناه مع التأكيد على ان 


ناتج السالب 3 - = يمثل معدل تغير طول المستطيل وينتهي السؤال به واذا طلب معدل التناقص 
ستل الاشارة السالة جكلمة نقصان . 


کے ب لمي اليا الطریق الى ال 100 | 


عمود طوله ۳ 7.2 في نهايته مصباح › يتحرك رجل طوله "۳ 1.8 مبتعدا عن العمود ويسرعة ۳/۳٣‏ 30 
جد معدل تغير طول ظل الرجل . 
الحل :- نفرض البعد بين قدم الرجل وقاعدة العمود = × »> نفرض ان طول ظل الرجل = ل 


X+yJ=4J>X = 3Y 


dx d d 
>= a حه‎ 2y = (= 
dt dt dt 

= = 10 m/min 
ملاحظة || كلما يبتعد الرجل عن مصدر النور يزداد ظله والعكس صحيح‎ 

تاكيد || لو طلب في هذا السؤال معدل تغير طول ظل راس الرجل بالنسبة للقاعدة نفرض البعد بين ظل راس الرجل والقاعدة 
ل والبعد بين قدم الرجل والقاعدة »× عندها سيكون البعد بين قدم الرجل وظل الراس (»×-ل) ثم نجري التشابه . حاول ذلك ؟؟؟ 
الجواب n/n‏ 40 = > 


كما يمكن الحل بنفس الطريقة السابقة ويضاف الناتج الى سرعة الرجل للحصول على نفس الجواب . 
عمود طوله ۳ 6.4 في نهايته مصباح › يتحرك رجل طوله " 1.6 مبتعدا عن العمود 
5 دور Z2‏ وبسرعة ١أ"/"‏ 30 جد سرعة تغير طول ظل الرجل . 
6 >4 1.2 فنار ميناء ارتفاعه "۳ 20 يعلوه مصباح كبير تحركت سفينة ارتفاعها "5 مبتعدة عن 
ج < الفنار بسرعة إ/".K‏ 50 جد تغير طول ظل السفينة على سطح البحر . 
الحل :- نفرض البعد بين السفينة وقاعدة الفنار = »× >٠‏ نفرض ان طول ظل السفينة = ر 
من تشابه المثلثين عه , عاج 


5 _ ¥ 1_ 7¥ 


Z20 x+y 4 x+y 


X+y=4y>Xx = 3y 


0 dy dy 
a e ET س 50 ج‎ rT 
dy _ 50 

" = () kmih 


تأكيد | في عموم الاسئلة الفيزيائية اذا وجد اختلاف في وحدات السؤال يجب اللجوء الى توحيد الوحدات قبل الشروع في الحل 
ولكن في اسئلة التشابه الذي يعتمد في الاساس على مبدأً النسب فيجوز الشروع في الحل بعد التحقق من ان كل نسبة افقية او 
km‏ 


ا ۴ km km „ m TO‏ 
ويه اتوي ان تن الوذه کنا حب ي و ی وان ی ی و ت ا و و کے و اين 
صحيحين ويوصل الى نفس الناتج لذا اقتضى التنويه . 


الطریق الی ا100 لے 


3 حور 1 خاو سملم يستند طرفه الاسفل على ارض افقية وطرفه الاعلى على حائط رأسي فاذا انزلق الطرف 
5 هارو 1 الاسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل ئ/" 2 جد معدل انزلاق طرفه العلوي عندما يكون قياس 


ف T‏ 
الزاويه بين السلم والارص تساوي ‏ . 
الحل :- نفرض طولي الضلعن القائمي ل , × وليكن طول الوتر هج (عددا ثابتا ) 


a = x” +¥ 0= 
- حل ہو‎ dy dx _ 
0 = 2x” + 2y EE (1 a “=2 
T_ ¥ 3 dy _ 
tan 4= ۷3ض‎ = > y= 3K sa... (2 =? 


- dy e dy ~2 
0 = 2x )2( + 23X7 > 23x = -4X > > mls 


= معدل انزلاق طرفه العلوي تساوي E‏ 
س سم مختد طرقة: الاسقل على ارض افقية وطرقة الاعلى على حقظ راسي غاذا آقزاق 


الطرف الاسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل mis‏ > جد معدل انزلاق طرفه العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم 


Tr 2‏ 
سلم يستند طرفه الاسفل على ارض افقية وطرفه الاعلى على حائط رأسي فاذا انزلق 
6 دور 2 الطرف الاسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل ۳/۶ 2 جد معدل انزلاق طرفه العلوي عندما 
— م م Tt‏ 
يكون فياس الزاويه بين السلم والارض تساوي ر . 
الحل :- نفرض طولي الضلعن القائمي ل , × وليكن طول الوتر ج (عددا ثابتا ) 
TT‏ 


a =X fF إY¥ ا‎ 
- حل پد‎ dy ا‎ 
0 = 2x + 2y TE (1 a "a 
tan 3= 1= e J=X ...... (2 r ج ے‎ 

4 Xx 1 


d d d 
0 = 2x )2( + 2X > 2X = -4X د‎ = -2 ms 
2 معدل انزلاق طرفه العلوي تساوي ءا"‎ 
التقييم | السؤال منهجي جدا ضمن تمارين الكتاب وتم تغيير الزاوية فقط ويعد من الاسئلة المتوسطة الصعوبة وقد‎ 
ورد وزاريا في ثلاث سنوات اثنان منها نصا وفي الثالثة تغيير سرعة حركة طرفه السفلي مع الابقاء على الزاوية‎ 
. نفسها‎ 


الطریق ای ا100 لے 


ا ی ی ر اة رة مل ممن اقا امان y= 4x‏ بحيث يكون معدل ابتعادها عن 
85 دور 1 خارج_ النقطة(70) يساوي ك/اأمں 0.2 جد المعدل الزمني لتغير الاحداثي السيني للنقطة 1 عندما 
E‏ يكون 4= × . 


sol : let M= (x,y) ,N = (7,0), S=M N طول‎ 


بالتعويض ×4 = ل , 2ر + 49 +×14- 2×ل s=‏ ج+0(2 -ر) + 2 - )| = 


D= vx7 -14x + 49 + 4x = vx7 —~10x + 49 


dD _ Z2x—10 dx ت‎ 8-10 dx n EGE E 
— = 0.2 = _ ج س‎ 0.2 =-——-+>— = -1 uniاs‎ 
di 2 Jx2—-10x+49 dt Z2 1/16 - 40+49 dt 10 dt dt 


لتكن | نقطة متحركة على منحني القطع المكافئن ل4 =× بحيث يكون معدل ابتعادها 
عن النقطة(70) يساوي ك/اأصن 0.2 جد المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة 
0 عندما یکون 4 = ل . 


يمكن ملاحظة العلاقة العددية بين هذا السؤال والسؤال الوزارى السابق 


لتكن 1 نقطة تتحرك على القطع المكافئ ”× = ل جد احداثي النقطة 1 عندما يكون المعدل 
1 2 دور 2 الزمني لأبتعادها عن النقطة (0,2) يساوي تثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي 
a —__‏ 


.  ةطقنلل‎ 
sol : let M= (x,y) , N= (O, =), S = MN ,طول‎ = . 


بالتعويض”× = ل ,< -3y+‏ 2ر + 2ا = sS‏ < 2 -ر) + 0(2 - ») 
ا nb > § = ٣‏ - 


ds _ Z2y¬-2 dy 2 dy_ 22 -2 2 2y¬-2 


og و‎ SS 

dt 2 2-2 y+ 3 dt 2 ew +و2- 2را ر 3 ا‎ 3 
g9 م‎ 

بتربيع الطرفين 3 - ل3 =- -2y+‏ 2ر 2 


4 (y2 - 2y + (= 9y - 18y + 9 ¬] 2ر4‎ - 8y +9 = 9y -18y +9 [ 
5y -10y= 0 ¬+ 5¥) - 2( = 0 


— = = 2 = + 
J=0 =>x×=0 يمل‎ OR J=2 ¬ =2 > X= + ۷/2 a | 


مجموعة الحل [}(۷2,2-),( 2 MN=))۷/2,‏ 


کے ا علمي 1 ہیا به الطريق الى ال 100 = - 


لتكن 01[ نقطة تتحرك على القطع المكافئ 7× = ل جد احداثي النقطة |" عندما يكون المعدل الزمني لأبتعادها عن 
النقطة ( = , 0) يساوي ثلث المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة ١‏ . 

جد |١‏ لعا في الفذ ر على إعتار إو اإععاي بالتبات) إن تقو هذه النإث هي خني ويون الح تابف 
اها ا8ا كانت إلنبة حفبفبة هي ثلث فبكون الح عجيبا فريا كما بلي : 


sol : let M=(x,y),N=(0,2), S= MN Jb, =4, A 


E 3 


dt 
2 -ر) + 0(2 -م)‎ 32 + s = بالتعويض × = ۷ واااو ا‎ 


ds _ 2y-2 dy 


dt 2 2-2 "° dt 2 2-24 
2را‎ - 2y + 2= 3-3 بتربيع الطرفين‎ 


27 -( = 9y - 18y + 9+ 
] ر8‎ - 16y + = 0[ + 8 +] ر‎ - 2y + = 0 [ ر ج‎ - 2y = کے‎ 


32 
5 5 5 
کل 1± ردک ± 1- رد 5 1- )د 1+ 2= 1+ ر2 ر 


FETT‏ مرشح مخروطي قاعدته افقية ورأسه الى الاسفل ارتفاعه يساوي 24٥۳‏ وطول قطر 

2 قاعدته ۳ 16 يصب فيه سائل بمعدل ء/"۳ 5 بينما يتسرب منه السائل بمعدل 
65 1 جد معدل تغير نصف قطر السائل في اللحظة التي يكون فيها نصف قطر السائل "4 . 
ارتفاع الماء = , نصف قطر قاعدة الماء = × , حجم الماء المخروطي الشكل = ۷ {م| : ا0ك 


E 1 dv 
ط٥, او من تشابه المتلثنعه‎ E = 5-1= 4cmî/s 


dx 


Sh =24x >h = 3x X =4, — =? 
dt 


۷ == x )3x( >V=rx 


2 چ 
dr ^ dF‏ 


d 4 1 
4 =3 ۲ )4 ا‎ > >= > ems 


> س‎ = 
dt dt 48r 12 


را n‏ با و الطريق الى ال 100 e‏ 


هه ف 


| 4 نازىين جد مجموعة النقط التي تنتمي الى الدائرة 108 = ل8 - ×4 + ”ر + 7× والتي يكون 
 “ “™”‏ عندها المعدل الزمني لتغير × مساويا للمعدل الزمني لتغير ل بالنسبة للزمن ) . 
dx dy‏ 
sol : let M(xX,y) ; =‏ 


x2 + y7 + 4X - 8J = 8 


dx dy dx dy _ 
2X +2Y +4 --8-=0 


2y)‏ ۔ 8 م ے کل رج چ ےک کل 
2x+ 4( = ) 8-2 y(‏ ) ج ر2 عم = کے + ×2 


>y =2 -X‏ ل ])2x+ 4(=)8-2¥y([ +2 ><×X+2=4-‏ >= کک 
x2 + y7 + 4X - 8J = 108 ........ (2‏ 

X2 + (2 — x)” + 4X - 8(2 - Xx) - 108 = 0 

X2 + 4 — 4X + X7 + 4X - 16 + 8X - 108 = 0 

2x + 8X - 120 =0 ¬ ×+ 4X - 60 =0 > )X× + 10()X× - 6( = 0 


X=-10 +¬ J=2+10=12 OR X=6 ¬¥J=2-6=-4 
M ={(-10,12), (6, -4)} 


| الطریق الى ال 100 کک = 
سسس متوازي مستطيلات قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاثة امثال طول قاعدته يتمدد بالحرارة جد 
6 دور1 ± معدل تغير حجمها ومساحتها السطحية في اللحظة التي يكون فيها طول القاعدة "8۳ 
س e‏ 2 1 
ومعدل تغير طول القاعدة و/" - . 
الحل || نفرض ان طول القاعدة = × › والارتفاع = › حيث ان ×3 = ۸ 
حجم متوازي المستطيلات ۷ا = مساحة القاعدة × الارتفاع 
المساحة السطحية لمتوازي المستطيلات ۸A‏ = محيط القاعدة × الارتفاع + 2 × مساحة القاعدة 


V=xh > V=x(3x) >+V=3x x=8 
ی و و د کے ی عقو ےت‎ 3 : 
ص 144 = د (-) (8) 9 = د کک ?رو = کے‎ h h=3x 
A=4Axh + 2x2 ¬+ A = 12x2 + 2x2 ¬+ A = 14%2 =z 2ے‎ 


dA _ dx _dA_ 1 dA _ 2 
= 28X™ =~ =28(8( 7) > = 56 ms 


تلميح || بما ان المعطيات في السؤال بدلالة × نقوم بتوحيد المتغيرات في القانون بدلالة × › ولو كانت المعطيات 
بدلالة 1 فنقوم بتوحيدها بدلالة 1 ايضا حيث ان اذا كانت ×3 = ط1 فيكون عندها “ = × ارجو الانتباه 


ي رول والفيمه المنوسطه والتقريب 


e 


1 بين ان الدالة "(1- ×) = (»)۴ تحقق مبرهنة رول على الفترة [3 , 1-] ع × ثم 
2011 دور 1 ا E‏ : 
س س  ——‏ جل يمه ع حبت ان 0 = f (c)(‏ 
الحل “- أ) الدالة مستمرة على الفترة [3 , 1-] لانها كثيرة حدود 
ب) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (3 , 1-) لانها كثيرة حدود . 
ج) (1-)۴ = (۴)3 ¬ 16 = *(1-1-) = (1-)] , 16 = "(1- 3( = )1)3 
f ')x) = 4)x -1(‏ 
f ')c(=0 ¬+ 4)c-1( =0 +c-1=0+ =1 € )-1 , 3(‏ 


ابحث تحقق مبرهنة القمية المتوسطة للدالة 1 + × 7× = (»)۴ على الفترة [1,2-] وان 
2012 دور 1 تحققت جد قيمة ع 


الحل :- 1 الدالة مستمرة على الفترة [2 , 1-] لانها كثيرة حدود 
2) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (2 , 1-) لانها كثيرة حدود . 
ا f(b)-—‏ 


3 يوجد على الاقل قيمة واحدة ( ط , 4) ع ع وتحقق i‏ == (م))' f]‏ 
r2) SA 24 RAY T+ 1# 1‏ 


f(b)- f(a) _ f(2) f(-1) ” (3)- م = ت‎ 


5 س س = : الود 
')c( = 2C -1‏ ۴ ۵ 1- ×2 = (×)'۴ , میل الوتر 2+1 b—a‏ 


 2c-1=0+<2c=1 < =€ )-1 ,2(‏ مل المماس = ميل الوتر 


باستخدام مبرهنة رول جد قيمة ع للدالة 2×۶ + “× = (×)۴ حيث [2 , 2-]€ × 
5 دور Z2‏ 


الحل :- أ) الدالة مستمرة على الفترة [2 , 2-] لانها كثيرة حدود 
ب) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (2 , 2-) لانها كثيرة حدود . 
ج) (2) = (2-)۴ +¬ 24 = 8 + 16= f)-2) =16 + 8 = 24 , f)2(‏ 
f '(x) = 4X + 4x‏ 
f '(c(=0 ¬4c° + 4c = 0 ¬4)” + 1(= 0+ 4C = 0 + C=0 € )-2 , 2(‏ 


وهذا غير ممكن لانه مجموع مربعين 0= 2+1 آ0 


U 
4 هوا‎ 1 4T1 
ha ٠ << “ 


_الطریقالی ا100 لے 


+ + 


ابحث تحقق مبرهنة رول للدالة التالية وان تحققت جد قيمة ع 
2 
f(x)=2x+= , xe[>,2]‏ 


| 2012 خارچ الټطر 
الحل :- |( الدالة مستمرة على الفترة [ 2 , ]لان الفترة تقع ضمن مجالها (0) / 8 
الدالة معرفة ج f(a) = 2a + ER‏ و ]2,2[ € let a‏ 


lim f(x) = 2a + =€ 8 الفانة قۆجؤدةت‎ 
x¬+ a 
f)ھ(‎ = |1 ۴)×( + الدالة مستمرة‎ 


x¬ a 


ب) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (2 , )لان الفترة تقع ضمن مجالها إ0 / © 
ج) I(K)=1+4=5 , f(2)=4+1=5 > f) = f(2)‏ 


')x)=2- > , ۴° )c(=0 


2-5 =0 ¬ 2= > =1 >c=1 €) ,2( OR C= -1 €), 2( 


C2 
ابحث تحقق مبرهنة رول للدالة التالية وان تحققت جد قيمة ع‎ 
f(x) = 9x + 3x? -x° : xE€E[-1,1] شرو اجار‎ 2018 | 
الحل :- أ) الدالة مستمرة على الفترة [1 , 1 - ]لانها كثيرة حدود‎ 
. ب) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( 1 › 1 -) لانها كثيرة حدود‎ 
f(1)=9+3-1=11 , f(-1)=-9+3+1=-5 ج)‎ 
٠“ نظرية رول غير متحققة لعدم تحقق الشرط الثالث +¬ (1-)۴ + (1)؟‎ 


5 + ×4 - ”×ه = f])»(‏ دالة تحقق مبرهنة رول على الفترة [ط , 1-] فاذا كانت 
204 خارچ الټقطر (ظ , 1-)€ ع › 2 = ع فجد قيمتي R‏ ع ا , 4. 


الحل | بما ان الدالة تحقق مبرهنة رول فان (ط)۴ = (1-)؟ 
f(-1)=a+4+5=a+9 , f(b) = ab” -4b + 5‏ 
ab -4b+5=a+9 ....... (1)‏ 


f(x = 2aX-4 21'(c)=0 $2act-4=05 4a -4 =0 $ a= 1 (i1) 
b'-4b+5=1+9 > b”-4b-5=0 ® (b-5)(b + 1) = 0 
either b =5 OR |b = -1 تھمل‎ 


. : 
:6 غ۹ الأحيايه 


mm 


الطریقالی ا100 لے 


— هل ان (×)۴ تحققٍ مبرهنة رول على الفترة [1 , 1-] ؟ وان تحققت جد قيمة - 
4 ور 2 حیث ان × - × = (×)۸ 


6 دور2 خارچ الدالة مستمرة على الفترة [1, 1-] لانها كثيرة حدود 
) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (1, 1-) لانها كثيرة حدود . 
ج( h(1)=1-1=0 ,h(-1)= -1+1=0 ¬دh(1)= h(-1)‏ 
h '(x) =3x7 - 1‏ 
h'(c)=0 =» 3c7-1=0 > 3=1 > 7=‏ 
ے 4 
c=€(1,1) OR c=-=€(-1,1)‏ 
هل بالامكان تطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة على الدالة 5 + ×4 - 7× = (×)۸ 
| 2014 و4 ار ضمن الفترة [5 , 1-] 
الحل :- 1) الدالة مستمرة على الفترة [5, 1- ] لانها كثيرة حدود . 
2) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( 5 , 1-) لانها كثيرة حدود . 
3) يوجد على الاقل قيمة واحدة ( ط , ۾ ) ع ع وتحقق ( ا = رع)' م 


ج 


= 


h '(x)= 2x -4 ¬> h '(c)= 2c -4 ميل المماس‎ 


h(b)- h(a) _ h(5)-h(-1) _ (25-20+5)- (1+4+5) _ (10)- (10) _ ِ 
ba 5+1 5 6 6 0 ميل الوتر‎ 


2c-4=0 > 2c=4 + €= 2€ )-1 , 5( 


الحل :- 1) الدالة مستمرة على الفترة [7 , 1- ] لانها كثيرة حدود . 
77 2) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( 7 , 1- ) لانها كثيرة حدود . 
15 دور 1 


3) يوجد على الاقل قيمة واحدة ( ط ,4 ) € ع وتحقق ( س = f ')c(‏ 


ميل المماس ۴')c(=2c-6‏ +¬ 6-×2 = (×)'؟ 


f(b)- f(a) _ f(7)- f(-1) _ (49-42+4)- (1+6+4) _ (11) (11) _ ِ 
ba. 7-17 8 8 0 ميل الوتر‎ 


ميل المماس = ميل الوتر 


2C-6=0 ¬ 2€=6 ¬ C= € )-1, 7( 


الطریق الں ا100 لے 


اذا كانت 4×۶ - × = (»×)۴ › R‏ < [ط , ۴:]0 وكانت ۴ تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة 


4 تټڪڪیديې ۾ 
ف 2 ت 
6 دور اول دې + جد يده ۽ 
الحل :- بما ان الدالة تحقق شروط القيمة المتوسطة فانها مستمرة وقابلة للاشتقاق بالاضافة الى انها تحقق وجود 
(2) ا 0 
f ')c( =‏ 


قيمة واحدةعلى الاقل حيث cE(a,b)‏ وتحقق 


f ')x) = 3X2 - 8x ¬ f ')c(= 32-8 ¬+ ۲ 3) =) - 8) =) = -4 ميل المماس‎ 


f(b)- f(a) _ f(b)- f(0) _ (b3- 4b)- (0) _ b3-4b% _ 

۱ کک ا د ت کک 
ميل الور ۾ b-0 b‏ = 
ميل المماس = ميل الوتر 

b3— 4 b% 3 2 3 2 

a ik > pb” -4b° =-4b >bþ” -4b°“ + 4b =0 


b(b” -4b + 4) =0 +> b(b -2)” =0 +b =0 Jags OR (b-2)”=0 +¬b =2‏ 
اثبت ان الدالة 7( × - 2) = (×)۴ حيث [4 , 0 ] ٤‏ ×تحقق مبرهنة رول ثم جد قيمة (ء) . 
الحل :- أ) الدالة مستمرة على الفترة [4 , 0 ] لانها كثيرة حدود 
ب) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (4 , 0) لانها كثيرة حدود . 
ج) (۴)4 = (۴)0 ¬ 4= ”(2-4) = f)0)( = )2-0(” = 4 ,f)4(‏ 
f ')»( = 2)2 - ×( )-1( = - 4 + 2×‏ 
f'(c(=0 > -4+2c=0 > 2c=4 > c=2 E€)0,4(‏ 


مربع مساحته 7" 50 جد طول ضلعه بصورة تقريبية باستخدام التفاضلات . 
7 ؤر Z2‏ 
ن 4 


الحل :- مساحة المربع = (طول الضلع)” 1/50 = m‏ ج = 50 + A = m7‏ 


5 ټمهیدي 


m(x) = x 
let a=49 ,b=50, h=b-a=50-49=1 , m(a) = 1/49 =7 
1 1 
+ "(= س = = (ھ)' ۳ ج‎ = ¬ -71 


2x 


لهو الأحيايه الطريق الى ال 100 سے 


. لتكن 6 + ×2 = (×)۴ جد (۴)1.02 بصورة تقريبية‎ 
1 
sol : f(x) = V2x + 6 = (2x + 63 


8 دور 2 


5 د4 رسافة 
let a=1 ,b=1.02, h=b-a= 0.02 , f(a) = ¥8 =2‏ 
E = =‏ س 2 1 ا ت 1 
')a( ET aT 0.16‏ ج 1 = (2) 6(3 + ')X( = (2x‏ ۴ > 


مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي نصف قطر قاعدته جد القيمة التقريبي لتغير حجمه اذا تغير 
2000 دور 1 ارتفاعه من C۳"‏ 4 الى C۳"‏ 4.01 باستخدام مفهوم التفاضلات . 
ی 


الحل | نفرض ان نصف قطر قاعدة المخروط ( ۲ ) والارتفاع ل حيث ان ۲ = لإ 
Fy FusEyy FU Y‏ 


let a=4 ,b=4.01 , h=b-a=0.01 
V'y=FTYyY2 >V'g =r a= r (4)7 =16 r 


h.v'(a) ZZ (167e )(0.01)( < 0.167: cm” القيمة التقريبية لتغير الحجم‎ 


۷126 باستخدام التفاضلات وبصورة تقريبية‎ n | 
2 2001 
f(X) = x = X3 FY AS 


sol : = 
let a=125 ,b=126, h=b-a= 1 , f(a)= (125 =5 
اپ = = (ھ)' ای = (»)'۴ ج‎ = = -3 
RE 2 22 5 


| 100 الطریق الى ال‎ ٣ 
. لتكن 5 + ×4/ = (»)۴ جد (۴)1.001 بصورة تقريبية‎ a | 
10) = Vax +5 کے‎ 


let a=1 ,b=1.001 , h=b-a=0.001 , f(a)=74+5 =3 


_ 2 2 5 ہے # بے ایت 
6 < = یک = کے = ()' اد سک = سیر = (۸) ۴ < 


a |‏ باستخدام التفاضلات وبصورة تقرييية 99/ 
so: (= 12008‏ 


let a=100 ,b=99, h=bþ-a=99-100=-1 , f(a)= 7۷100 = 10 


5 و — = EIT‏ = = (ھ) >f‏ = ()' ج 


f(a + h) z f(a) + h.f'(a) > f(99) Z10 + (-1) (0.05) 7 9.95 
لتكن 5 + ×3 = (»)۴ جد (۴)1.001 بصورة تقريبية باستخدام التفاضلات.‎ 
1 
sol : f(x)= V3x +5 = (3x + 53 
let a=1 ,b=1.001 , h=b-a= 0.001 , f(a) = V8 =2 


2004 دور 1 


e ahe 
کج = (ھ)' اد‎ = 56 


f(a + h) z f(a) + h.f(a) ¬» f(1.001) x 2 + (0.00025) x 2.0025 


3 
33/(3x+572 


+ ۴')»( = 2)3 + 5(7 )3( = 


. جد بصورة تقريبية طول ضلعه‎ 48 lenr) 
A = m+ 48 = دور 1 لحل :- مساحة المربع = (طول الضلع)” ۷/48 = "۳ جص‎ 83 


m(x) = x 


let a=49 ,b=48, h=b-a=48-49=-1 , m(a) = 149 =7 


اتا دس اقلم اللحيانه الطريق الى ال 100 أك . 


کے“ ستخدام مفهوم التفاضلات جد حجم كرة طول نصف قطرها "ء 2.99 بصورة تقريبية . 
5 دور 1 الحل :- حجم الكر ة = (نصف القطر)3 


_ Ir 3 
= = )2.99( 


۷)x( = کے‎ × 
a=3,b=2.99 ,h=b-a=-0.01 , v(a)= & (3) = 367 


V'(x) = 4r x> V '(a) = 4r a= 4r (3) = 36 
v(a+h) z v(a) + h.v '(a) Z 36rr + (- 0.01)(36rr ) Z 35.64r cm? 


حد حجم كرة طول نصف قطرها ۳ء 3.001 بصورة تقريبية باستخدام مفهوم التفاضلات 

6 تفصیدبي الحل :- حجم الكرة = (نصف القطر)3 

V= Arr (3.001 ) 2 ذۈر‎ ZO16 
3 

sS 


۷)) = x 
a=3,b=3.001 ,h=b-a= 0.001 , ۷)4(= = )3(* = 6r 
V'(x) = 4r x” > V '(a) = 4r a” = 4r (3) = 36r 


v(a+h) z v(a) + h.v '(a) Z 36rr + ( 0.001)(36rr ) Z 36.036r cm? 
ملاحظة || يمكن للطالب ان يستخرج ”(3.001) عن طريق التعامل مع الدالة × = (»)]۴ لينتج ان‎ 
ومن ثم يكتب قانون حجم الكرة ويكون الجواب النهائي له‎ f])ه‎ + "(= 7 
. س = ۷ ويفضل الابتعاد عن هذا النوع من الحلول رغم صحتها العلمية‎ ) 27.027 ( = 36.036 


as |‏ 1+ ×۷3 = (×)۴ جد (۴)1.001 بصورة تقريبية . 
کے 1 


let a=1 ,b=1.001 , h=b-a=0.001 , f(a)=17۷3+1=2 


O r 


> f کرد(‎ > 


جد التقريبية للعدد 26 باستخدام التفاضلات . 


8 دور 2 


1 
sol : f(x) = Vx = x3 


6 20 تټکهیدي 
let a=27 ,b=26, h=b-a= -1 , f(a) = V27 =3 ve‏ 
د ل 
)a( = = aT - 27 = 0.037‏ ا =( ۴ اچ 
f(a + h) zf(a) + h.f'(a) > f(26) Z 3 + (0.037) (-1) Z 3 - 0.037 7 2.963‏ 
mm |‏ باستخدام التفاضلات جد القيمة التقريبية للعدد ۷-9 
OO6‏ 1 
sol : f(x)= Vx = x3 E NR‏ 


let a=-8 ,b=-9, h=b-a=-9+8=-1 , f(a)= J-8 = -2 


> f ')×( = (a) = : 


1 rma 
3x2 3/4 3-82 
f(a + h) zf(a) + h.f(a) > f(-9) x -2 + (0.083) (-1) Z -2 - 0.083 = - 2.083 


0.03 = کے ب 
12Z‏ 


| جد بصورة تقريبية وباستخدام مفهوم التفاضلات طول ضلع مربع مساحته ١ع‏ 101 
7 دور 1 لحل :- مساحة المربع = (طول الضلع)” 101/ = ۳ جص = 101 جص = A‏ 


m(x) = x 
let a=100 ,b=101 , h=b-a=101 -100 =1 , m(a) = ¥100 = 


3 m (x) = چ‎ m '(a) = = => <65 


ستل 


sol : f(X) = x تټخسیدي‎ 8 
let a=144 ,b=143 , h=b-a=143-144=-1 , f(a) = (144 = 12 
س = (ھ)' ۴ ا‎ = 4 
E I a FF FS ° E 0 


f(a + h) zf(a) + h.f'(a) => f(143) z12 + (-1) (0.04) z 11.56 


e |‏ جد بصورة تقريبية باستخدام مفهوم التفاضلات 98 .0 ¥ 
208 دور 1 sol : f(X) = x‏ 


let a=1 ,b=0.98 , h=b-a =-0.02 , f(a) = (1 = 1 


1 
5 < 3= 7 = 7=( د = = ')X(‏ ۴ ج 


f(a + h) z f(a) + h.f'(a) > f(143) xz 1 + (-0.02) (0.5) z 1 - 0.1 z 0.99 


1 2 Z008 
sol : f(x) = Vx = x4 DS 


let a=16 ,b=13.86 , h=b-a= -2.14 , f(a) = 16 =2 


f(a + h) z f(a) + h.f(a) ¬> f(13.86) z 2 + (- 0.0663) z 1.9347 


تأكيد || ان 1 في هذا السؤال كبيرة جدا قياسا بأصل العدد وعليه ستكون هذه النتيجة بعيدة بعض الشئ عن الواقع 


الطریق ای ا100 __ | 


۷25. 97 جد بصورة تقريبية باستخدام مفهوم التفاضلات‎ era) 
1 1 دور‎ 5 
sol : f)×( = x = x3 س‎ 


let a=27 ,b=25.97 , h=b-a= -1.03 , f(a) = J27 =3 


> f (x) = = (ھ) اچ‎ = = SS = 27 > 0.04 
f(a + h) f(a) + h.f(a) > f(25.97) x 3 + (- 0.0412) x 2.9588 


a |‏ جد بصورة تقريبية باستخدام مفهوم التفاضلات ۷15-1 
9 ټڪڪیدبېي 1- 
E HUR‏ 2 ك 2 f(X) = Vx‏ 


x 
let a=16,b=15 , h=b-a= -1 , 1)4( == =5 


sol : 


-1 


1-— ت 
ا ا 7 = (a)‏ الت = 2× = ')X(‏ ۴ > 
f(a + h) f(a) + h.f(a) > f(15) x 0.25 + (0.007) * 0.257‏ 


0. 008 جد بصورة تقريبية باستخدام مفهوم التفاضلات‎ mm | 
1 1 „4= 2009 
sol : f)X) = x = x4 Se 


let a=0.0081 , b= 0.0080 , h=b-a= -0.0001 , f(a) = 0.0081 = 


riz "` 4000802 0108 2‏ 1 2 ا 


الطریق ال ا100 لے 


مكب حجمه "ع 124 جد وباستخدام التفاضلات وبصورة تقريبية طول ضلعه 
الحل :- حجم المكعب = (طول الضلع)3 
V(m)= m > 124 = m > m= 7124‏ 


m(x) = Vx = 
let a=125 ,b=124 ,h=b-a= -1 , m(a)= ¥125 = 5 


3 = = کچ = چ = (ھ) اچ = = +m '(x)‏ 


1252 
m(a + h) = m(a) + h.m’(a) > m(124) Zz 5 + (0.013) (-1) z 5 - 0.013< 4.987 


٩/7.8 استخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية‎ rT 
1 1 ZO11 
f(x) = Vx = X3 عذؤر‎ 


let a=8 ,b=7.8, h=b-a=78-8=-02 , f(a)= V8 =2 


f(a + h) z f(a) + h.f(a) > f(7.8) x 2 + (0.083) (- 0.2) x 2 - 0.0166 < 1.9834 


e +‏ م اښ مه ن ۹ ا 2 3 
5 نفازحین =1 . 2015 دور3 باستخدام نتيجة القيمة المتوسطة جد القيمة التقريبية ۷7.9 


سس استخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية 63 
2012 5 1 
کے 3× sol : f(x) = Vx‏ 


let a=64 ,b=63, h=b-a=63-64=-1 , f(a) = 64 =4 


ھت اا الطريق الى ال 100 = 
La N‏ 

2 دور 2 باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية + 
.س 


let a = 0.49 ,b=0.50 , h=b-a= 0.50 - 0.49 = 0.01 , f(a) = ۷0.49 = 


sol : f(x) = x = x2 


> ۴ ')X( = اسر‎ (= = 2/049 = r. = 72 


f(a + h) = f(a) + h.f' (a) ¬> f(0.5) xz 0.7 + (0.7142) (0.01) x 0.7 + 0.0071 < 0.7071 


5 ور 1س القتوننطة . 


1 
sol : f(x) = 31x +1 = (31x + 5 


a=1, b=1.01 , h=b-a=0.01 , f(a)= ¥32 =2 


e i e: ت‎ 31 
f(x) 2 (31x + 1( 5 )31( Fg mT 
٣)۵( = = =0. 3875< 0.9 

(31+1) 


مخروط دائري قانم حجمه ٤۳‏ 7 جد القيمة التقرببية لنصف قطر قاعدته اذا كان 


2053 دور Z2‏ ارتفاعه 10٥‏ . 
199 دو, 1 الحل | نفرض ان نصف قطر قاعدة المخروط ) (r‏ 
س 63( = v=*rh > 2107 =2 r )10( $f =3. Sr‏ 


1 
r)X) = x = ×2 
let a =64 ,b=63 , h=b-a=63-64=-1 , r(a)= 164 =8 


65 ے ^ = = =( ام = ٣)×(‏ د 
r(a + h) z r(a) + h.r'(a) > r(63) x 8 - (0.0625) x 7.9375‏ 


7 
1 خرچ الھطر ۰ 
eee‏ 


let a=8 ,b=9 , h=b-a=9-8=1, < 0.5 


ان ب 1- 1- 14 
8۔1 ا س = (ھ۾)' f ')»( = --×3= f‏ >+ 
x4 (a) 3 Vat 3V8 48‏ 3 3 ) 
f(a + h) = f(a) + h.f'(a) > f(9) x 0.5 + (- 0.0208) (1) x 0.5 - 0.0208x 0.4792‏ 
| 014ر دة نصف قطره 6۳ طليت بطلاء سمكه 0.1٥۳‏ جد كمية الطلاء بصورة تقريبية باستخدام 
و ف تو س مبرهنة القيمة المتوطة 
الحل :- حجم الكرة = (نصف القطر) 
3 4 _ 
(6.1) “= 


۷)x×( = کے‎ × 

a=6,b=6.1 ,h=b-a=6.1-6=0.1 

V '(x) = 4r x> V '(a) = 4r a” = 4rr (6) = 1447 
h.v '(a) = (0.1)(1447r ) = 14.47 cm حجم (كمية) الطلاءِ‎ 


باستخدا نتيجة هنة القيمة ١‏ سطة جد ط دائر ہ, قاد ببية › علما 
| 5 دور 1 م مبر لمتو حجم مخروط دائري قائم بصورة تقر 
١‏ 4 


طول قطر قاعدته يساوي ارتفاعه ويساوي ٩۳"‏ 3.99 
الحل :- حجم المخروط = < مساحة القاعدة × الارتفاع = = (نصف القطر) × الارتفاع 


vs y , ry =2 = دل‎ v(y) = ت‎ 
a=4, b=3.99 , h=b-a=3.99-4=-0.01 , v(a) = (4) = = 5.38 
v (y) = > v (a) = > a= - (4) = 
v(a + h) = v(a) + h.v'(a) > v(3.99) = 5.3rr+ (4r )(- 0.01) 
= 5.33 - 0.04 = 5.29rr cm? 
تأكيد || بما ان الارتفاع يساوي طول القطر فان طول نصف القطر يساوي 1.995 ويمكن ان نجعل القانون بدلالة‎ 


نصف القطر بالشكل التالي = ج v= (2r)‏ ج ۷y‏ = ۷ عندها ستكون قيمة 23 


الطريق الى ال 100 = 
Si Er ii 22 e‏ 2 ا 1 
| 5 ورو 1 باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد القيمة التقريبية 2 + 3)1.01(3 + ”(1.01) 


8.5 8 ب‎ 
sol : f(x) =X +3 Vx + 2 =x + 3x3 + 2 
let a=1 ,b=1.01, h=b-a=0.01 , f(a)=1+3 +2 =6 


7 +f ')a( =5 + و‎ =5+1 =6 


f(a + h) zf(a) + h.f'(a) ¬> f(63) z 6 + (0.01) (6) z 6 + 0.06 * 6.06 


> ۴ ')»( = 5x + 


ma ED em] ED OH EESON i O ED KD 00 E ED | ED EE Cs N DEEDO HO E ê ES Kı E DED EO E Cı HH OSC N O E Dê 1] E ED + SS EE Ca REED | e aE Ca HN DDC HD EEN GEER | a] E Cs ED | O E CF N CD8 E E E ER | a1 mm LAD | a] EE CH KED a: 81 n mE - 
کش‎ 4 1 1 


~~ es ا‎ 3 
1 1 ا‎ 7 0 Eb VEO 


| .201 دور 2 


اذا کان = (×)۴ جد مقدار التغير التقريبي للدالة اذا تغيرت »× من 4 الى 4.01 
XxX‏ 


let a=4 ,b=4.01 , h=b-a = 4.01 -4= 0.01 


6-- 2 = لتد (ھ)۴ ب ل = 2ید (»)۴ ب 
Z2 2×3 2 64 16 .‏ 


مقدار التغير التقريبي 0.0006 - < (0.06-(. (0.01( * h.f'(a)‏ 


5 دور 2 ار لتكن 2 = (»)۴ فاذا تغيرت × من 125 الى 125.06 فما مقدار التغير التقريبي للدالة ؟ 


2 
soا‎ : f)x) = Vx2 = x3 
let a=125 ,b=125.06 , h=b-a = 125.06 -125 = 0.06 


Dat 2 7 ا‎ 
2 Di = 3 > E = a = 1 8 
h.f')4a( × )0.06( .)0.13( × 0.0078 مقدار التغير التقريبي‎ 


ی ا : ا الأحيايه 


e e 


الطريق الى ال 100 ج 
6 دور 1 جخ جد بصورة تقريبية باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة 80 - ۷/80 


1 1 
Sol : f(X)= x — VX =x2 — x4 
let a=81 ,b=80, h=b-a= -1, f(a)= 1/81 - /81=9-3=6 


> . ww 


ت ر 
AR Û I _. 1 1‏ 
0.046 108 108 18 4/83 چ“  )1(‏ 


f(a + h) f(a) + h.f'(a) > f(81) x 6 + (- 0.046) x 5.954 


التقييم || السؤال ذو فكرة منهجية رغم عدم وجوده بالنص في الكتاب المنهجي وهو مقارب لسؤال التمارين 
3 + 63/ ومقارب اكثر من مثال الكتاب 17 + 17/ وهذه الافكار المركبة لم ترد في الاسئلة الوزارية 
السابقة . 


تأكيد || لو كان السؤال السابق بالصورة 26/ + 26/ فلا يوجد عدد قريب من العدد 26 له جذر تربيعي وتكعيبي 
في نفس الوقت وعليه يجب حل كل جذر لوحده ثم نجمع النتائج النهائية ارجو الانتباه . علما ان السؤال السابق يمكن حله 
بنفس هده الطريقة المشار اليها لكن الحل بجزء واحد يكون افضل . 


ال الات اا الات ور ا 


1 دور‎ 7 1 
“ease n 


2 
م > و مہ * a‏ » ۴ ص“ 1 xX J?‏ 


اوسع مجال للدالة ° © : S0|‏ 
المحاذي الافقي 1=ل , المحاذي العمودي (لايوجد)© 
نقاط التقاطع @ 
1+ =xل>‏ 1=0- > IfX=0 > J=-1 , iIfJ=0‏ 
نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 ,1-) ,(0 ,1) ,(1-,0) 
VXER,3(-X)JE€ER‏ التناظر (©€ 
المنحني متناظر حول محور الصادات د (»)؟ = = f(- x)‏ 


© النهايات‎ 
f _(x+ 1()2x)-)x2- 1))2») _ 2x3+ 2x-2x3 + 2x _ 4x = 
= (x2 + 1)2 (x2+ 1)2 (x2+ 1)2 


نقطة حرجة (1- , 0) جد 41-=لرد 0=×د 4x=0‏ 
X<0 X>O0‏ 


a E md 
X×:×X € R; × < الدالة متزايدة بالفترة }إ0‎ 
{×x:X E R ; X > الدالة متناقصة بالفترة }إ0‎ 
)0 , -1( نقطة نهاية صغرى محلية‎ 


(x+ 1) .4-4x.2(x+ 1).Zx _ 4(x+ 1)”- 16x (x + 1 


"(x)= (x2 + 1)4 (x2 + 1)4 
r (x+ 1)[4(x+ 1)- 16x ] _4x”+4-16x2 _ 4-12<x 
e (x2+ 14 (x2 + 9 ` (2+103 


دم بک رر 4= 51202 0 = 4-122 
2 3 


1 2 
ml e Se _َ اا‎ 
e E 1 1 1 ا‎ 7 i نقامل انقا‎ 


ات ج سک 33 

e ج‎ 4 2 - (5.77). ( (37 2 
3 

اشارة المشتقة الثانية ج 


س 
الدالة محدبة بالفترتين }>-< {X:IXER;jX>‫4 =}, {X:XER; x‏ 
XE OO‏ ا : {XxX‏ 
نقاط انقلاب (" 


,چ ), ( چا 


aa. ww 


باستخدام معطلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة ×3 - × = (×)؟ 


9 دور 1 


اوسع مجال للدالة FR‏ © : ا0ك5 
6 ت4صيدي المحاذيات لاتوجد @ 


©9 نقاط التقاطع‎ | 
IfX=0 > J=0 , ifJ=0 >x° -3x =0 > X( X7 - 3) =0 1 دور‎ 7 


4X=0 OR X7 =3 > xX=+3 

نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , ۷3 -) ,(0 ,3 ,(0 ,0) 
¥X×ER, 3 (-xX)( ER‏ التناظرھ 

f- x)= (Xx) (x) = -X° +X = (XX ° - 3X) = - Û) 
المنحني متناظر حول نقطة الاصل ج‎ 


النهايات © 


۴)) = 3X -3 + 3X -3=50 ¬ 3X =3 +X =1 ¬ X= ±1 
XxX =1 > f(1) = -2 OR X= - 1¬ f(- 1)= 2 


نقاط حرجة ( 2 ,1-),(2-,1) 
X <-1 (-1,1) Xx >1‏ 
رة المشتقة الاولى ‏ +++++ (1 ~1 HHHH‏ 
۶ سے 
الدالة متزايدة بالفترة } 1< × ; £×X:X € R‏ 
الدالة متزايدة بالفترة [1- > × ; £X:X ë R‏ 
الدالة متناقصة بالفترة } (1 , 1-( € {X:XER ; X‏ 
نهاية صغرى (2 - , 1) ,نهاية عظمى (2 , 1-) 
')x()= 6X > 6X50 >5 X×X=0‏ 
نقطة انقلاب مرشحة (0 ,0) ج 0(=0)؟ 
XxX <0 X> 0‏ 
اشارة المشتقة الثانية 4 4 ------ 


الدالة محدبة بالفترة } 0 > × ; £X:Xx € R‏ 
الدالة مقعرة بالفترة }0 {X:Xë Rj X>‏ 
+4+4+++++++ نقطة انقلاب (0 ,0) 


الطریق الں ال٥٥‏ لے 


استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة ؟× = (»)؟ 


اوسع مجال للدالة R‏ © : |50 


6 ددۈر2 أكيد ]| بعض الاسئلة الوزارية كان- 
ee‏ يعض اراری“ دانست المحاديات لاتوجد @© 
ټخسیطيې e n‏ 
7 هاا رر × = (×)۴ ويكون له نفس الحل نقاط التقاطع @ 
القطر 
If x =0 =0, ifJ=0 >x=0‏ 
8 دور 3 ا پام 


نقطة التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 9 0( 


المنحني متناظر حول نقطة الاصل <¬ (»)۴ - = ”(×) - = ”(×-) = (× -)؟ 


النهايات © 
5X“ =0 > X×=0‏ >5 = )»)۴ 
نقطة حرجة (0 , 0) + 0= (0)؟ 
X <0 X> 0‏ 
اشارة المشتقة الاولى ++++++ 0 ++++++ 
۴ سے 
0 الدالة متزايدة بالفترة }0 ×X:×€ Rj X>‏ 


الدالة متزايدة بالفترة } 0 > × ; ×X×:X € R‏ 

مجرد نقطة حرجة (0 , 0) 
X×=0‏ د 0= 20X%*‏ >20 = (×)"۴ 
نقطة انقلاب مرشحة (0 , 0) جد 0(=0)؟f‏ 


X < 0 x> 0 
اشارة المشتقة الثانبة ++++++ 0 ات هتات‎ 
aaa a j 


×X:X € R ; × < 0} الدالة مقعرة بالفترة‎ 
£X:X E R ; X > 0} الدالة محلبة بالفترة‎ : 


Û] ++++++‏ +++ جخ نقطة انقلاب (0 , 0) 


الطريق الى ال 100 __ | 
۱ استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة ”(1 - ”»×) = (»)؟ 
OOO‏ 
1 2 سدور 2 1 + sol : f(x) = (x - 1)” = Xx“ - 2x‏ 


© ۴ اوسع مجال للدالة‎ 
@ المحاديات لاتوجد‎ 
@ نقاط التقاطع‎ 
IfX=0 > J=1 , ifJ=0 5> (X7 -1)” =0 > («x -1(=0 
X=1 +X=+1 


نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 ,1) , (0 ,1-) ,(0,1) 
¥X×ER, 3 (xX) ER‏ الناظرھ 


المنحني متناظر حول محور الصادات د (»)۴ = 1+ 2×7 f)- ×) = )-×(“ - 2)-×(” +1 = x×“-‏ 


© النهيات‎ 
۴)») = 4x -4x> 4X° - 4x =0 > 4X) -1( =0 ¬ 
X=0>f(0)=1 OR Xx=13¬د‎ f(1)=0 OR xX=-1د>f(-1)=‎ 0 
(0, 1), (-1, 0), (1, 0) نقاط حرجة‎ 
X<-1  (-1,0) (0 ,1( Xx >1 
-1( +++++ )0( -—-—--- 1) +++++ 
£×:×X ٤€ R ; × <1 } الدالة متزايدة بالفترة‎ 
X:X E R ;jX > -1[ الدالة متناقصة بالفترة‎ 
{X:XE R;X € )-1 , 0( الدالة متزايدة بالفترة إ‎ 
£{X:XE R ;X € )0 , 1( } الدالة متناقصة بالفترة‎ 
)-1, 0( نهاية عظمى (1 , 0) , نهاية صغرى (0 ,1) ,نهاية صغرى‎ 


1 1 
۴')X)( = 12x -4 = 0 ¬ 12× =4 ¬+ ت‎ Xx=+— 


اشارة المشتقة الاولى 


4 2 1 1 4 2 1 1 
ا و 3 39( 


الدالة مقعرة بالفترتين {X:XER;X>=}, {X:XER;X<-Z}‏ 
8 2 امي * 1 1 5 
الداله محدبه بالفترة }( ,= -) € {×X:X E R;X‏ 


نقاط انقلاب(“ 
3 


1 1 
a e: 


الطريق الى ال 100 >= 
تدا ماتك بالتفاضا ١‏ ۾ الدالة 2 3 
201 دور Z‏ س EE‏ ا ا 


المحاديات لاتوجد © 

@ نقاط التقاطع‎ 
IfX=0 > J=0 , ifJ=0 5>x + 3X =0 > «(x +3)= 0 
X2 =0 >X=0 , X= -3 


نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 ,3 -) , (0 ,0) 
V¥X×ER, 3 )-Xx( ER‏ التناظرقھ 


لايوجد تناظر ()؟- ± (3×7 - × )- = 3×7 + × - = ”(×-)3 + ”(× -) = (× f)‏ 


© النهايات‎ 
f')X) = 3X7 + 6x © 3X7 + 6X = 0 2 3X(X + 2) = 0 
either x=0 ©f(0)=0 ,or X=-2 PP f(-2)=-8 + 12 =4 
(0,0), )-2, 4) نقاط حرجة‎ 
X<-2 (-2, 0) X >0 
+++ (—2) === )0(+++++ اشارة المشتقة الاولى‎ 
e xc (-2 
{Xx :X € R ; × <0 [ الدالة متزايدة بالفترة‎ 
؟×X:×‎ € R; ×> - 2 } الدالة متزايدة بالفترة‎ 
{X:XER ; X € )-2 , 0( } الدالة متناقصة بالفترة‎ 
)-2 , 4( ي نهاية صغرى (0 , 0) ,نهاية عظمى‎ 
f"(x)= 6X+6 5> 6X+6=0 > X«x=- 
نقطة انقلاب مرشحة (2 , 1-) جد 1(=2-)؟‎ 
X < 0 X> 0 


اشارة المشتقة الثانية ‏ ++++++(1-) ee‏ 


×Xx:X ER ; × > -1 } الدالة محدبة بالفترة‎ 
{×X:X E R; × > -1 [ الدالة مقعرة بالفترة‎ 
)-1, 2( نقطة انقلاب‎ EE maa o +++++ 


اا دس العلمي ا ليان الطريق الى ال 100 | 
| 2002 و1 باستخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 3 - ×2 - × = f)»(‏ 


اوسع مجال للدالة ۴ © : sol‏ 


المحاذيات لاتوجد © 

©@ نقاط التقاطع‎ 
IfX=0 > J=-3 , iİfJ=0 ¬>X - 2X -3 = 0 > (X - 3)(X + 1( = 0 
>X= 3 OR X= -1 


نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 1-) , (0 , 3) ,(3- ,0) 
vYvX×xER,3(X) ER‏ الناظر@ 


لايوجد تناظر +¬ (×)۴ - + 3 - ×2+ × = 3- (×-) 2- ”( ×-) = (× f)‏ 


النهايات © 
2X -2 + 2X -2=50 +X =1‏ = ))1 
f(1)=1-2-3 = -4‏ 
نقطة حرجة (4-,1) 
X < -2 Xx > -2‏ 
اشارة المشتقة الاولى ++++++ (1) 8 e‏ - 
ا س 


الدالة متزايدة بالفترة }1 > × {×:X×x E R;‏ 
الدالة متناقصة بالفترة 3 1 > × ; Xx:X € R‏ 


f'(x)= 2>0 ND 4 


HHL +H‏ الدالة مقعرة في كل مجالها ولاتوجد نقاط انقلاب 


الطریق الى ال 100 >= 
استخدا ماتك بالتفاضل ١‏ نحن الدالة 22 ٣ر‏ = 
5 زى ستخدام معو : صل ارسم منحني f(X) X 2x‏ 


اوسع مجال للدالة S0| : © R‏ 
المحاديات لاتوجد © 


نقاط التقاطع @ 
X(x - 2= 0‏ +¬ 0= ل2 - IfX=0 > yJ=0 , ifJ=0 > x‏ 
+X =0 ,X =2 ¬X= +2‏ 
نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 2/) , (0 , 0(,)./2 ,0) 
¥X×xER, 3 (x) ER‏ التناظرھ 
المنحني متناظر حول محور الصاداتد (»×)۴ = 2×7 -“× = ”(×-)2 - (×-) f)-×(=‏ 
الببات (© 


۴)) = 4x -4x> 4X° - 4x =0 ¬ 4X -1( =0 <+ 
x=03>f(0)=0 OR x=1>د‎ f(1)=-1 OR x=-1 > f(-1)= -1 


نقاط حرجة (1- , ا(1 1-( ,)0 ,0( 
XxX<-1 (1,0) (0,1)  X>1‏ 


إشارة المشتقة الاولى 


{×:×X E R ;X×X <1 } الدالة متزايدة بالفترة‎ 
£X:XEë R ;jX > -1[ الدالة متناقصة بالفترة‎ 

الدالة متزايدة بالفترة إ (0 , 1-) € {X:XE R;X‏ 
الدالة متناقصة بالفترة } (1 , 0) € {X:X E R ; X‏ 
عظمى (0 , 0) , نهاية صغرى (1- ,1) ,نهاية صغرى (1-,1-) 


1 1 
— + = ے 2 2 =4 _2 = 5 
'(X) = 12x -4=0 +¬ 12x =4 >+ ×» g3‏ 
5- ے2 1_ ,1 5- ے2 1 _ ,1 
A gora FF‏ 
+« + % + 2 5-— 1 5 1 
%# + و ااه ا 1 1 
اشارة المشتفه الثانيه ++++++ )=( ی 2 -( ++++++ 


الدالة مقعرة بالفترتين {X:XER;X>S : {X:XER;X<-7Z}‏ 
الدالة محدبة بالفترة }( ,ج -) € {×X: × € R; X‏ 


نقاط انقلاب(- 
3 


1 -5 -1 
(Sg (5: 


2005 ور 1 


1 


ا الطريق الى ال 100 __ أ 


استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 1(7 - ×)(2 + ») = (»×)؟ 
2008 4 1 اوسع مجال للداله R‏ © : |50 
س المحاذيات لاتوجد @ 
نقاط التقاطع @ 
5X=-2 OR X<=1‏ 0 = ”(1- »)(2 + ×) ج 0= IfX=0 > y=2 , ify‏ 
نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 1) ,(0 ,2-) ,(0,2) 
vV×X×ER, 3 (-X)( ER‏ الناظر@ 
لایوجد تناظر +¬ (×»)۴ - 1(7 - ×-)(2 - ») - =(1 - ×-)(2 + ×-) = (× f)‏ 
النهايات © 
)x + 2()» - 1(7 = )× + 2()»7 - 2X + 1(‏ = )»)۴ 
f')>( = )» + 2()2x - 2( + )x× - 2x + 1()1( = 2X7 - 2x + 4x - 4 + x - 2x + 1‏ 
¬3X-3=50 + 3X =3 ¬X×X=1 +¬ X×X= ± 1‏ 3-3 = 


x=1> f(1)=0 OR x=-1>f(-1)= 4 
(1, 0(, )-1, 4( نقاط حرجة‎ 
X<-1 (-1,1) Xx >1 


اشارة المشتقة الاولى +++++++ 1 - == === 1-+++++++ 
reee‏ 


الدالة متزايدة بالفترة } 1< × ; :×X € R‏ × 
الدالة متزايدة بالفترة [ 1- > × ; £X:X € R‏ 
الدالة متناقصة بالفترة [ (1 , 1-) € X‏ ; RټX:XE{£‏ 
نهاية صغرى (0 ,1) ,نهاية عظمى (4 , 1-) 
"(x)= 6X 5> 6X=0 > X=0‏ 
نقطة انقلاب مرشحة (2 ,0) ج 0(=2)؟ 


(-2,0 


X < 0 Xx > 0‏ 
اشارة المشتقة الثانية ++++++0 ت و 


/×X:×X € R ; × >< 0} الدالة مقعرة بالفترة‎ 
× :X € R ; × > 0 } الدالة محدبة بالفترة‎ 
)0, 2( نقطة انقلاب‎ ELLIE fogens an an o , +++ ++ 


الطریقالی ا٥٥‏ لے 


1 - ق 5 ⁄ مر“ ي * " 5 3 
) استخدام معلوماتك بالتفاصل ١‏ الداله f‏ نى = 
206 دور 1 1 ی ن و ر 
ا س اوسع جال للداله @ 1 : sol‏ 


المحاذيات لاتوجد © 
نقاط التقاطع @ 

IIX=0 > J=2 , ifJ=0 > x - 3+2 = 0 > (X+2)( x×- 1)” = 0 
+× =-2 OR ×=1 © )0,2(,)-2,0(, )1 , 0( نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين‎ 
التناظرھ‎ ¥X×E€R, 3 (-X)( ER 

f)-X)= (-X) - (-X) + 2 = - x + 3X + 2 = -(X° - 3X - 2( + - 6)) 

المنحني غير متناظر حول نقطة الاصل ولاحول محور الصادات ج 


النهايات © 


۴)») = 3X -3¬> 3X -3=0 > 3X =3 > XX =1 > X= +1 
Xx =1 > f(1) =0 OR x= -1¬> f(-1)=4 


نقاط حرجة ( 4, 1 -),(0 , 1) 

X <-1 (-1,1) X >1 

HHHH 1~ 1( +++++ اشارة المشتقة الاولى‎ 
e O 

الدالة متزايدة بالفترة } 1< × ; £×X:X € R‏ 
الدالة متزايدة بالفترة 3 1- > × ; £×X:X ë R‏ 
متناقصة بالفترة } )1 , 1-( € {X:XER ; X‏ 
نهاية صغرى (0 , 1) ,نهاية عظمى (4 , 1-) 

"(x)= 6x > 6xX<=0 5>5 X<=0 

نقطة انقلاب مرشحة (2 ,0) ج 0(=2)]؟ 

X < 0 Xx >0 

اشارة المشتقة الثانية س و + = 


الدالة محدبة بالفترة }0 > × ; :X € R‏ ×1 
الدالة مقعرة بالفترة } 0 > R ; X‏ ëټX:Xx‏ 
+HHHHHHH+ 1 +++ ++‏ نقطة انقلاب (2 ,0) 


۹ )لأا ا 
a. ۹‏ 


الطبیق ای اد٥‏ لے 


^4 » 1 
استخدا ماتك بالتفا | نحئنى الداله س = 
م معلو بالتفاصل ارسم منحني 2 f(X)‏ 


4 هخارج القطر 


اوسع مجال للدالة 1 -) sol: © x+1=0 ¬ ×x=-1 ¬+ RI‏ 
المحاذي الافقي 0 = لإ , المحاذي العمودي 1- =× © 
نقاط التقاطع @ 


عير ممکن 0= لاا , 1= ل دج ×x×=0‏ ]ا 
نقطة التقاطع مع محور الصادات (1 , 0) 


التناظر 0 
بما ان العدد (1) ينتمي الى مجال الدالة لكن العدد (1-) لاينتمي لها فالمنحني غير متناظر 
لا مع محور الصادات ولا مع نقطة الاصل 
النهايات © 


ا 
f(x) EEDA +0‏ 


أي انه لاتوجد نقاط حرجة 1- > Xx<-1 x‏ 
اشارة المشتقة الاولى ~a‏ 


{× :×X € R ; × < -13 ...۾ الدالة متناقصة بالفترتين‎ E Imre 
{Xx:XER;X< -1} 


x+ 1)” .(0)+ 1 [2(x+1 2 
"(x)= E A LIEGE > —— 31-1 
(x+1) (x+1) : 
أي انه لاتوجد نقاط انقلاب‎ : 
xX < -1 Xx > -1 0 
اشارة المشتقة الثانية ++++++_ ا يبي‎ 
{× :X E R ; × > -1 } الدالة مقعرة بالفترة‎ 


Xx :X € R ; × >-1 ‡ الدالة محدبة بالفترة‎ 


الطریق ال ا100 لے 


"Emap‏ استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة ×2 - ×6 = (×)؟ 
E‏ اوسع مجال للدالة R‏ © : أs0‏ 


© نقاط التقاطع @ المحاذيات لاتوجد‎ AS 

IfX=0 > J=0 , ifJ=0 56x - 2X° = 0 > 2(3 - Xx”) = 0 sd 
+5X=0 OR X7 =3 ¬ X=+1/3 

نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , ۷3 -) ,(0 ,۷/3 ,(0,0) 


© التناظر‎ 
f) ×( = 6)-×( -2 )-×( = - 6× + 2× = - )6× - 2×( = - ۴)»( ¬ المنحني متناظر حول نقطة الإصل‎ 
@ النهايات‎ 
f')X) = 6 -6X+> 6-6X =0 + 6X =6 +X =1 +X =1 


Xx =1> f(1) =4 OR x= -1> f(-1)= -4 
(1, 4),(- 1, -4) نقاط حرجة‎ 
X<-1 (-1,1) X >1 
E -1( +++++ 1 ------  ىلوالا اشارة المشتقة‎ 


الدالة متناقصة بالفترة } 1< × ; :×X € R‏ × 
ت( الدالة متناقصة بالفترة }1-> × ; {×X:X E R‏ 
الدالة متزايدة بالفترة } (1 , 1-( € {X:XER ; X‏ 
نهاية صغرى (4 - , 1-) ,نهاية عظمى (4 , 1) 
")x(= -12x >5 -12Xx=50 <> X×X=0‏ 
نقطة انقلاب مرشحة (0 , 0) ج 0(=0)؟ 


X < 0 X> 0‏ 
اشارة المشتقة الثانية ------0 ++++++ 


MVxe AN ff 


الدالة محدبة بالفترة }0 < × :X× € R‏ × 
نقطة انقلاب (0 ,0) 


الطریق الى ال 100 __ | 
#M‏ استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 1 + (× - 1) = (»)؟ 
on TT‏ 


اوسع مجال للدالة sS0| : © R‏ 
8 دور 2 . 


6 0 ټەھیدي 
— نقاط التقاطع @ 


IfX=0 > J=2 , iIfJ=0 ¬>(1 -X«( + 1= 0 ¬)1 - ×(” = -1 بالجذر التكعبي‎ 


المحاديات لاتوجد @© 


1-X=-1 >X =2‏ 
نقطتي التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 2) , (2 ,0) 
التناظر © 
لایوجد تناظر (×)۴ - + [1 - ”(×-1-) ] - = 1 + ”(× + 1) = (× f)‏ 
النهايات © 
f')x( = 3)1 - ×)” )-1( = -3)1 - ×) + 1 -× 50 +> X× =1‏ 
نقطة حرجة (1,1) دج 1(=1)؟ 


اشارة المشتقة الاو 


a ° 
× :×X € R ; × <1 [ الدالة متناقصة بالفترتين‎ 
{Xx:XER;X <1} 


f")x) = -6)1 - X( )-1( = 6)1 -×( > 6)1 -X( =0 
+1 -X×X =0 ¬ X =1 


نقطة انقلاب مرشحة (1 ,1) ج 1(=1)؟ 


XxX < 1 x > 1 
++++++ 1------ اشارة المشتقة الثانية‎ ۳-2-2-0 ------ , EE 
{X:X € R ; × > 1 } الدالة مقعرة بالفترة‎ +++++4# 1 - - - - - 
» + E: aaa aaa r EY. 
{×:×Xx€R ; × < 1 ‡ الداله محلبه بالفترة‎ 


)1 , 1( نقطة انقلاب‎ V/V A۸ 


س XK‏ کد الأحيايي الطريق الى ال 100 ss‏ 


استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة “× - 2×2 = (»)؟ 
اوسع مجال للدالة R‏ © : |50 
المحاديات لاتوجد @ 


ا 2 دور 2 


نقاط التقاطع @ 
IfX=0 > J=0 , ifJ=0 > 2X7 - X^ =0 > «(2 - «= 0‏ 
+X =0 ,X=2 +X= + ۷/2‏ 
نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 2/) ,(0 ,۷/2) ,(0 ,0) 
¥X×ER, 3 (Xx) ER‏ التناظر@ 
المنحني متناظر حول محور الصادات¬ (»)۴ = “× - 2×7 = “(×-) - ”(×-)2 = (× f)‏ 
النهايات © 
f')×( = 4X - 4× <> 4X - 4X ° =0 ¬ 4X)1 -×2( =0 <+‏ 
OR xXx=1>د‎ f(1)=1 OR x=-1 ¬ f(-1)= 1‏ f(0)=0>دx=03‏ 
نقاط حرجة (1 , 1) ,(1,1-) ,(0 ,0) 
x é1 (-1, 0( (0, 1( X >1‏ 
اشارة المشتقة الاولى ----- )1( +++++ )0 - - === )1-(+++++ 
الدالة متناقصة بالفترة } 1< × ; {X:X € R‏ 
الدالة متزايدة بالفترة [1- > X:XE R jX‏ 
الدالة متناقصة بالفترة } (0 , 1-) € {X:XE R;X‏ 
الدالة متزايدة بالفترة } (1 , 0) € £{X:XE R ; X‏ 
نهاية صغرى (0 , 0) , نهاية عظمى (1 ,1) ,نهاية عظمى (1,1-) 


1 1 
x=‏ =× + 4= ×12 + 0 = ×12 - 4 = ))۴ 
اء یه 3ک 2 ا 
EI gs Oa‏ 
مم م + + 5 1 5 1 
نقطة ۱ذ وت کک .ا کے 
مر + سب ag rg‏ % 
اشارة المشتقه الثائيه کک دچ +++++++ 2( ------ 


۸ 


الدالة محدلبة بالفترتين {(XIXERmWM>=}, {X:iXER;X<-Z}‏ 
2 اس e‏ لمر 1 1 m‏ . 
الداله مقعرة بالقترة (( > ,== )6 ×X € RX‏ : ×{ 
+ ا 5 1-— 5 1 
نقاط انقلا( _ — 


100 عله 3 .: به الطريق الى ال‎ r 
استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة “ = (×)؟‎ 
xX 


اوسع مجال للدالة }0) R|/‏ © : ا50 


| 2 تڪڪيدي 


المحادي الافقي 0 = ل , المحاذي العمودي 0 = × © 
نقاط التقاطع @ 


غير معرف = × ج 0= ل|ا| , غيرمعرف = ل دج 0=×]ا] 
لا توجد نقاط تقاطع مع المحورين الاحداثيين ×x+0,J⁄۶0‏ 
v¥X×xER, 3 (-x) ER‏ التناظر@ 
1 1 
ک2 e‏ 8 
المنحني متناظر حول نقطة الاصل ج 


النهايات © 


(x)(0)- (1)(1) _ -1‏ 
ا ا 


أي انه لاتوجد نقاط حرجة 
x=ê‏ اشارة المشتقة الاولى 


{× :×X € R ; × <0} الدالة متناقصة بالفترتين‎ : 
{Xx:XER ; X <O} 0 YEO....... SEETEK > 


2 
E Û 
A 


5 
: أي انه لاتوجد نقاط انقلاب 
Xx <0 X> 0‏ 


x“ .(0)- (1) (2x) _ 
xt 


الدالة مقعرة بالفترة } 0 > × {×:X € R;‏ 
1 -- ر للدالة محلبة بالفترة }0 > ×x:×Xx ER ; X‏ 


_الطریقالی ا100 لے 


استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 7× - ×3 - 10 = (»×)؟f‏ 
اوسع مجال للدالة  @ FR‏ :|$0 


| 5 20 ټکهیدېي 


المحاذيات لاتوجد © 
نقاط التقاطع @ 

IfX=0 > J=10 , ifJ=0 >10- 3x- xX” = 0 > (2 - X)(5 + X) = 0 
>X=-5 OR X=2 


نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 , 2) ,(0 , 5-) ,(10 ,0) 
vYX×xER,3(-X) ER‏ الناظرن@ 


لایوجد تناظر ¬ (×)۴ - +× - ×3 + 10 =(× -) - (× -)3 - 10 = (× f)‏ 


النهايات © 
3 
”و 0= 2X‏ - 3 -= ج ×2 - 3 - = f)x(‏ 
40+189 _ 9 9 ا 3 8 3 3 
ا 2 E‏ ( <( 3 (3 ا 
. „. 49 3 
نقطه حرجه E‏ 
و > »× 
2 
اشارة المشتقة الاولى ===“ س +++ 
n‏ 4 


م ك ھ م م 3 
الداله متزايدة بالفترة >-> × R;‏ € × : ×{ 
الدالة متناقصة بالفترة 2-< × R;‏ € × : × { 


3 49 4 » » Tf “a 
Te نقطه نهاية عظمى محليه‎ 


f")x) = -2‏ 
الدالة محدبة في كل مجالها ولاتوجد نقاط انقلاب 


الطريق الى ال 100 = 
rR |‏ 2014 ور38 ` استخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة ج = f(x)‏ 


3 
sol: y=— 


×2 


اوسع مجال للدالة }0) /ا © 
المحادي الافقي 0 = , المحادي العمودي 0= x‏ ® 
نقاط التقاطع @ 


IfX=0O0 > y=, If J=0 X= 
×x+0,J #۶0 لا توجد نقاط تقاطع مع المحورين الاحداثين‎ 


التناظر © 
3 
المنحني متناظر حول محور الصادات ج (»)؟ == 2 “1 -( 
النهايات © 
)3()2x×( _ -6‏ -(0)(×)ے ي„ 
(x) CME %0‏ 
أي انه لاتوجد نقاط حرجة 0 


X<0 X> 
: 2 0( اشارة المشتقة الاولى - س‎ 
کک کا جا ر‎ 

الدالة متناقصة بالفترة 0< × ; :X € R‏ × £ 

الدالة متزايدة بالفترة 0> × ; :X € R‏ × 


x .(0)- (=6) (3x) _ 18 ا‎ 


f )»)(= 3‏ 
أي انه لاتوجد نقاط انقلاب 
XxX <0 X> 0‏ 


اشارة المشتقة الثانية ++++++ (0) ++++++ 


/×x:×6 R; × < 0} الدالة مقعرة بالفترتين‎ 
{X:XER;X<0} ++++4¥ (0) ------ 
j e oe e (0) fe fe ee oe do o 


V/V oll 


الطیقالں ا٥0‏ لے 


ا ف—ګ#ګ#”7” باستخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة 4 + 3×2 “× = (»)؟ 


المحاذيات لاتوجد @ , اوسع مجال للدالة FR‏ © : |50 

نقاط التقاطع @ 

IfX=0 > J=4 , if J=0 > xX - 3X7 +4 =0 

X3 + x7 — X7 3X7 + 4 = 0 ¬ × + ×7 - 4× + 4 = 0 ¬ ×7 )×+1( -4)×7-1(30 غير مطلوبة‎ 

x(x+1)- 4(x-1)(x+1)=0 ¬ (x+1)[X - 4(x-1([=0 > )x×+1()×7-4×+4(=0 وزاريا‎ 

(x+1)(x-2)”=0 ¬ x=-1 OR X=2 

نقاط التقاطع مع المحورين الاحداثيين هي (0 ,2) ,(0 ,1-) ,(0,4) 
¥X×ER, 3 (-X) ER‏ الناظر@ 
f)- x) = (- xX) — 3(- x)” + 4 = - x3 — 3X7 + 4 = -(X° + 3X7 - 4) + - (X)‏ 
لايوجد تناظر مع محور الصادات او نقطة الاصل ج 


@ النھایات‎ ۴')»( = 3X7 6× + 3X7 -6×X=0 +¬ 3X)» - 2( =0 


X=03¬> f(0)=4 ORX=2¬f(2)= 0 ¬+ (0, 4(,)2 , 0( نقاط حرجة‎ 

X < 0 )0 , 2( X> 2 

اشارة المشتقة الاولى +++++++2 - ----- 0 ++++++ 
الدالة متزايدة بالفترة }2 R;×<‏ €×:× 
الدالة متزايدة بالفترة } 0 > × ; £×:X € R‏ 
الدالة متناقصة بالفترة } (2 , 0) € /×X:×XE€ER ; X‏ 
نهاية صغرى (0 , 2) , نهاية عظمى (4 , 0) 
f"(x) = 6X -6 +¬ 6X-6=0 + XxX=1‏ 
نقطة انقلاب مرشحة (2 , 1) ج 1(=2)]؟ 
Xx < 1 Xx >1‏ 

اشارة المشتقة الثانية ++++++ 1 ای 


++++++++ f 3 ---- 2Z ++++++ 


X:X E R ; × > 1} الة مقعرة بالفترة‎ 


1× x € R5 ا ا ا ان ب با‎ Eel 
: : 


ANIANVIV 


نقطة انقلاب (2 ,1) 


الفا ا لأحياه 


— 


الطريق الى ال 100 = 
۰ . . 6 
باستخدام مطوماتك بالتفاصل ا١‏ نحئے ‏ الداله _- = 
05 و2 * ا ي lg TT‏ 
r...‏ 


اوسع مجال للدالة ° © : S0|‏ 
المحادي الافقي 0 = لإ , المحاذي العمودي (لايوجد)@ 
نقاط التقاطع (©@ 
IfX=0 > J=2, ¥ #0‏ 
نقطة التقاطع مع المحور الصادي (2 ,0) 
VXER,3(-X)JE€ER‏ التناظر «©@ 
المنحني متناظر حول محور الصادات د (»)؟ ٥‏ = (× )ا 


-x)2+3 x +3 


*٭* = 


© النهيات‎ 
۴)) + 3))0(-)6( (2x) کت‎ 12x س‎ 
(x2 + 72 (x2 + 7۶2 )-1,-( 

-12×x=0 نقطة حرجة (2 , 0) د 2=لد 0=×جد‎ 
X< 0 Xx > 0 Saa aaa aaa a هھ‎ 


Mo.‏ کک 
الدالة متزايدة بالفترة }إ0 > £Xx:XE R ; X‏ 
الدالة متناقصة بالفترة }إ0 > {X:X E R ; X‏ 
نقطة نهاية عظمى محلية (2 , 0) 
(x*+ 3) .(-12)-(-12x) .2(x%+ 3).2x _ -12(x + 3)? + 48x )x + 3)‏ 
k3)‏ ا 3(4 +2«( 


۴")x)= 


f"(x) = (x+ 3)[-12(x+ 3)+ 48x ] _-12x2-36+48x2 _ 36x2 -36 _ 
5 (x2 + 3)4 ` («2+3 ` («2+33 


36x2 - 36 = 0 ¬ 36X2 = 36 ¬ X= 15 X1 


3 3 © OTT 
Ulf "Iss نقاط انقلاب مرشحه‎ 


اشارة المشتقة الثانية +++++++ (1) -- ---- )1 -(+++++++ 


الدالة مقعرة بالفترتين }1-> roe eed ×x:×XER ;X‏ 
الدالة محدبة بالفترة }(1,1- ) € {X:XER;X‏ 

ا 3 3 
ا > 


الطریق الی ا100 لے 


= 
باستخدام معلوماتك بالتفاضل ارسم منحني الدالة x)=‏ 
Xt‏ 
اوسع مجال للدالة }1 -) R/‏ د x=-1‏ د sol: @ x+1=0‏ 
المحاذي الافقي 1 = لإ , المحاذي العمودي 1- =× © 


نقاط التقاطع @ 


Z2 دور‎ 0 6 


IfX=0 > J=-1 , ifJ=0 >X—-1 =0 > X =1‏ 
نقطتي التقاطع مع المحورين الاحداثيين (0 ,1) ,(1-,0) 
التناظر © 


بما ان العدد (1) ينتمي الى مجال الدالة لكن العدد (1-) لاينتمي لها فالمنحني غير متناظر 
لا مع محور الصادات ولا مع نقطة الاصل 


© النهايات‎ 
i, EHLE (IRL), EIR Z2 

1)) (x+12 5 (x+12 5 (x+02 #20 . 

:] أي انه لاتوجد نقاط حرجة 1- > x<-1 x‏ 


اشارة المشتقة الاولى ++++++ ttrttt(1)‏ 


الدالة متزايدة بالفترتين }1- < × ; R‏ € ×:×/ 
{X:XER;X< -1}‏ 


(x+1) .(0)- 2 [2(x+1)] _ -4 


f")x)= 

%9 (x+1)† (x+1(3 
أي انه لاتوجد نقاط انقلاب‎ 
X < -1 Xx > -1 


اشارة المشتقة الثانية ------) 5 {ttt++‏ 
۸ 02 


چ الدالة محدبة بالفترة } 1- <> × ; 6R‏ x:×Xx×؟‏ 
++++++ )1-(++++++ الدالة مقعرة بالفترة } 1-> × ; Xx :X € R‏ 


U 
۹ )لأا‎ ۹ 
4 4 


الطیقالں اد100 لے 


اذا كانت ×ط + ×هج + 3 = (»)] تمتلك نقطة حرجة (1,4) جد قيمتي ط,ه الحقيقيتان ثم بين 
نوع النقطة الحرجة . 


خطة عمل النقطة الحرجة 0 = (1)' ۴ , 4 =(۴])1 :ا50 
f(x) = 3 + ax + bx” $54=3+a+b Da+b=1 .....(1)‏ 
f'(x)=a+ 2bx > 0=a+2b 2 a=-2b .... (2) in (1)‏ 
-2b+b=1 $b=-1 %a=2‏ 
النقطة الحرجة هي نقطة نهاية عظمى محلية 0 > 2-= ط2 = (»)" f‏ 


اذا كانت (6 , 1) نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة ”(ط - ») + 2× = (»)؟ جد قيمتي ط,ج 
1998 دور 1 


sol : f(1)= 6 + 6 =a + (1 -b()” +¬ 6 = a + 1 - 2b + b+ a - 2b + b= 5 ...)1 

f(1) =0 >f'(x) = 2ax + 2(x - b) > [ 2a + 2(1 - b) = 0 ]+ 2 

تعوض في (1) 2( ........ a=b-1‏ 

b-1-2b+b” =5 >b”-b-6=0 > (b-3)(b + 2) =0 

b=3 x a=3-1=2, b[=-2 +xa=-2-1=-3 

يهمل 0 > 4-= (»)" د f"(x)=2a+2 , a=2 >f"(x)=6 >0, a=-3‏ 
مجموعة الحل }3 =[ ,4=2 
| اذا كانت نقطة حرجة لمنحنى الدالة *(ط - ×) - ه = قحد ق 


sol : f(2)=6 > 6=a-(2-b)* ......... (1( 
f(2) =0 ¬>f'(x) = -4(X - b) >- 4(2 -b)* =0 $ 2-b=0 2 b=2 (in1) 


a= (2-2 $ a =6 5100 367< - 27‏ =6 
هذه الطريقة فاشلة في تحديد نوع النقطةج 0 = ”(2 - 12)2 - = (۴")2 2(7 - »)12 - = (×)'؟ 


2 X> 2 


الطریق ال ا100 لے 


7" اذا كانت (2- , 1) نقطة حرجة لمنحني الدالة ”(ط + ») - × = (»)۴ جد قيمتي *۸ ع ط,ج 
2009 دور 1 E Ke a‏ 
س ثم بين نوع النقطة الحرجه . 


sol : f)1(= -2 ¬ -2 =a - )1 + b(” ¬ -2 = a -) 1 + 2 + b7 


2= 32-1 -2b - جخ“‎ a -26 - "ظط‎ = 1 
f(1) =0 ¬>f'(x) = 2ax - 2(x + b) ¬+ [ 2a - 2(1 + b) = 0 ]+ 2 


a=b+1 ........ (2 )1( تعوض في‎ 
b+1-2b-b?=-1 ¬b?+b-2 =0 > (b+ 2)(b -1)=0 , either b = -2 يھمل‎ 


b=1 +¬ a=1+1 =2 
f")x)= 22-2 , a=2 نهاية صغرى محلية (2-, 1) © 0< ۴")»(=2د‎ 


| , اذا كانت × + ×ط - × = (»)۴ يمر بالنقطة (2- , 2-) وكان للدالة نقطة انقلاب عند 
ست د کے 1= × جد قيمتي R8‏ ع ع , ط ثم جد نقطة النهاية العظمى المحلية له . 
0 = (1)" ۴ ¬ انقلاب 1=×. , 2- = (2-)۴ 2 sol : ۰ )-2 , -2( € f)×(‏ 
-8-4b-2C=-2......... ( 1‏ 
f '(x) = 3X7 -2bXx+C , f "(x) = 6X - 2b‏ 
نعوض في المعالدلة (1) þ=3‏ د 2(=6 + 6-2(=0 ¬ 1(=0)"؟ “ 


8-122 = د 18 26 ج 2اد‎ 5-9 
f(X) = xX — 3X7 — 9X 
f')X) = 3X7 - 6X -9 ¬ ]3X7-6X-9 =0[ + )3( 
X2 -2X-3=0 > (X-3)(x+ 1) =0 
X= 3, f(3) = 27-27-27 =-27 OR X= 1 ,f(-1)=-1-3+ 9 =5 
)3, -27( , )-1 , 5( نقاط حرجة‎ 
f"(x) = 6x -6 ¬+f"(3) = 18-6 =12> 0 ,f"(-1(=-6-6 = -12 >0 
)3 , - 27( نقطة نهاية عظمى محلية (5 , 1-) , نقطة نهاية صغرى محلية‎ 


الطریق الں ا100 لے 


| 1ر ۳ انا کان مني الدالة ع + ×ط + »ج = (»)۴ مقعر لكل 1> × ومحدب لكل 1 < × 
دور يمس المستقيم 28 = »×9 + لإ عند 3= × جدقيم ٤R‏ € ,[,4 . 
نقطة تماس (1 , 3) +¬ 1= لج 28= 27 + لج sol : ×x×=3‏ 
f(3)=1 +>27a+9b+Cc=1 ........ (1‏ 


f '(x) = 3ax7 + 2bx ¬ f '(3) = 27a + 6b 

f'(3)=m >+27a+6b=-9....... (2 

f "(x) = 6ax + 2b ,f"(1)=0 > 6a + 2b =0 ........ (3 

2b =-6a ¬ b = -3a )2( تعوض في‎ 

27a + (6)(-3a)=-9 +27a-18a=-9 + 9a =-9 ¬ a= 1 
تعوض في المعادلة (1) 3 =(1-)(3-) = طض‎ 


- 27+27 + C= 1 +> =1 


ذا كان منحنى الدالة ax ٤‏ = < ب > 
0 دور 2 ن منحني 1 + ×ط + »ج = (»×)۴ مقعر لكل 1 > × ومحدب لكل 1 < × 


ويمس المستقيم 28 = ×9 + لإ عند 3 =× جدقيم ۴8ع [ a,‏ 


تلميح || في هذا السؤال يمكن حله بدون الاستفادة من نقطة الانقلاب أي من خلال المعادلتين 2 , 1 فقط وإذا اضيف 
مجهول آخر للسؤال فيكون > + ×ط + ×ه = (»)۴ فيجب الاستفادة من المعادلات الثلاث معا . 


| ذا كان المستة = 9x‏ + المنحة + ax + bX‏ = 
ووڑے ررر اکان تی 20 < ق + ریس انض 1+ ردا + "جه = 09 
۳= (3)' ۴ , 1= (۴)3 © نقطة تماس (3,1) ٠"‏ ميل المستقيم 9- == ص :إ0 
27a+9b+1=1 PP 3a+b=0 Pb=-3a ........ (1‏ 
f '(x) = 3ax2 + 2bx >f '(3) = 27a + 6b‏ 


> 27a+6b=-9....... (2 ? 27a -18a =-9 9a =-9 a= 1 Pb =3 


الطریق الں ا00 لے 


n |‏ اذا علمت ان للدالة ×ط + »ج + × = (»)۴ نهاية عظمى محلية عند 2 - = × ونهاية 
201 دور 1 . e"‏ الما 
N‏ صعری محليه عند 4= Xx‏ جد فيمتي ا , 4 . 
sol : f'(x) = 3X7 + 2ax + b‏ 
f')-2)( = 0 , ۴° )4( = 0‏ 
12-4a+b=0 ........ (1‏ 


تعوض في (1) 48-8a-=[ط‏ د 2) +8a+b=0.......‏ 48 


اذا علمت ان للدالة ×ط + »ج + × = (»)۴ نهاية عظمى محلية عند 1- = × 


دور 1 ونهاية صغرى محلية عند 2 = × جد قيمتي دا , ۾ . 
205 دور2 N TO) aK + 2R EB‏ 
f'(-1) =0 , f(2) =0‏ 
-2a+b=0 ........ (1‏ 3 


12+4a+b=0....... )2 +< [=-12-4a )1( تعوض في‎ 


3-2a-12-44=0 ¬-6a =9 ¬ a =-= <b =-12-4)-(=-12+ 6 =-6 


1 لتكن 6 - ×9 - 3×7 + × = (»)۴ جد معادلة المماس للمنحني عند نقطة انقلابه . 
3 دور 1 9 - sol: f '(X) = 3X + 6X‏ 


f" (x) = 6X +6 D6X+6=0 DXx=-1 © f(-1) = -1+3+9-6=5 
)-1 , 5( ص < نقطة انقلاب وتماس معا‎ =۴ ')-1( = 3 - 6-9 = -2 

(1 + ×)12- = (5 - ر) ج معادلة المماس (,× - ×) ۳ = (ہل - ر) 

معادلة المماس المطلوبة 0= 7 +لy+12×x‏ © /-5=-12×x-12‏ 


الطیقالی ا100 لے 


| دا كان المستقيم 7 = ل[ - ×3 يمس المنحي f(x) = ax + bx + c‏ عند النقطة (1- , 2( 
ن 1 

كانت له نهابه صعری محليه عند -= 

4 دور4 انبار وکانت له نهایه صعری يه عند 2 × جد فيم .a,b,cER‏ 


5 خارچ 1± ا ری 0 2 )2( ۴ , لانھا تماس ۳ = (۴')2 , لانھا تماس 1- = (۴)2 ] : so‏ 


ڪڪ 2 3-— _ a‏ معامل × 
3= —= 2 = 


f'(x)=2ax+b , “ f'(2)=m >4a+b=3 ........ (2 


تعوض في المعادلة (2) ط-=a‏ د 3)........ 0= f (=0 ><a+b‏ 
تعوض قيمتيهما في المعادلة (1) 1= a‏ ¬ 1-=ط ¬ -Ab+b=3 x+¬+-3)=3‏ 
4-2+c=4 ¬+ c=-3‏ 
اذا كان المستقيم 7 = ل - ×3 يمس المنحي ع + ×ط + »ج = f)»(‏ 
5 4 وسافة ‏ عند النقطة (1- , 2) وكانت له نهاية صغرى محلية عند 5= × 
e‏ جد قیم .a,b,cER‏ 
۳"۳ ذا كان منحني الدالة ط + 24×7 = (»×)۴ وكانت [3 , 1 , 0 , 1-) € هج تمتلك نهاية عظمى 
2004 دور 1 


محلية جد قيمة ج . 


sol: f '(X) = 4ax © f "(x) = 4a 
4 =-1 ©۴ ")×»( = -4 > 0 تمتلك نهاية عظمى محلية‎ 


| جد معادلة المنحني × + ۶×ط - ×ه = (»)۴ حيث ان النقطة (4 , 1-) نقطة انقلاب له وميل 
ور ےے ‏ المماسن غندها ینتتاوي,(1) . 

خريطة عمل [ لانها انقلاب 0 = (1-)" f‏ , لانها تماس 1= (1-)' ۴ ,لانها تماس 4 = (1-)۴] : افك 
f(X -a - b - C=4 .......... 1 an,‏ € )4 , 1- 
4 دور 3 #5 E‏ 
6 دور2 خارچ 
aan)‏ 


f '(x) = 3ax - 2bxX + c 
2a+b=5 -....... (3 
f "(x)= 6ax-2b ¬+-6a-2b=0 .......... 
2a -3a =5 +-4a=5 5-=4@د+‎ +b =15 )i" 1( 


(4 + 2b =-6a + b=-3a (İn 3) 


5-15-c=4 >-C=14 > C=-4 
f(X) = 5X - 15X7 - 14X 


کل ګلهې | د حیا یې الطريق الى ال 100 — 


۱ 5 دور 2 جد نقطة الانقلاب للمنحني ”(1+×)(2-×) = (»)] ثم جد معادلة المماس له عند نقطة انقلاجه 
ج sol: f(x) = (x-2)(x+2x+1)‏ 


f '(X) = (X-2)(2x+2) +(x”+2x+1)(1) = 2x”+2x-4x- 4 + x +2x + 1 = 3X7 -3‏ 
نقطة الانقلاب (2- , 0) ج f "(x)= 6X >6X=0 %X=0 © f(0(=-2‏ 
m = f '(x) = f '(0) = -3‏ 
3x+ y + 250‏ © (0- ») 3- = (2 + ل) © معادلة المماس (,× - ×) ۳ = (ہل - ر) 
اذا علمت ان للدالة ×ط + »ج + × = (»)۴ نهاية صغرى محلية عند 4= × ونقطة انقلاب 
6 عد 1= × جد قیمتى 68 ا ,4 : 


. , 2 ' 
sol : f (x)= 3X + 2ax +b >f (4) =0 2 دور‎ 8 
f "(X) = 6x + 2a >f "(1) =0 
48 +8a+b=0........ (1 


نعوض في (1) 3-= ج د 6 =22 + 24=0 +6 
48-24+b =0 > b=-24‏ 


! لتكن 1 + × + 7×ط + × = (»)۴ وكانت (1,2-) نهاية عظمى محلية للدالة جد قيمتي 
ف ا ۶ ع ل , > حل كوجد تقطة انقلاب تلذالة . 

خطة عمل النقطة الحرجة 0 = (1-)' ۴ , 2 =(1-)۴ :ا0ك 

f() = xX + bX + CX +1 $2=-1+b-c+1 Db-C=2 .....(1) 

f'(x) = 3X7 + 2bx +c ® 0=3-2b+c c= 2b-3 .... (2) in (1) 

b-(2b-3)=2 $b-2b+3=2 $b=1 $c=2-3=-1 

f(X) = xX + x7 — xX +1 

f ')x) = 3x + 2x - 1 

"(x)= 6x +2 5 6x+2=0 x= 


5 | 1 1 -1+3+9+7 38 EE r NT 
1 1 1 رک اتا ات‎ EE انقلد ® 1 م‎ 8 0 
f(x) ا‎ 27 aT و‎ 


27 
نقطة انقلاب 2 اشارة المشتقة الثانية +++++++ ( ست 
a Trem AFF Troar urt ma |‏ 
7 دور 1 ادا كانت ×ط + ٌ×ھ = (×)۴ جد قيمتي ۸ ع ط , ۾ ادا علمت ان للمنحني نقطه انقلاب(1,2) 
ي 1( sol yams =a +D a...‏ 
f'(x) = 3ax + 2bx , f” (x) = 6ax + 2b‏ 
تعوض في (1) -3a‏ = ظط + 2) f" (1)=0 >6a+2b=0.......‏ 


2=a-3a $2=-2a $ a=-1 in (2) $b =3 


الطریق ای ا100 لے 


TET Riad 
دور 1 اذا كانت ٭ ×= (×)1 حیٹ 0 ٭ ,۵ 8 ع ج بين ان الدالة لاتمتلك نهاية عدي‎ 2008 


207 دور3 محلية مهما كانت قيمة 4 . 


: : e 
sol : f ')»( = 2X - a> 2X - aX =0 + 2× - 5 =0 ¬+ 2× = 
XxX XxX 


f)» = 2 + 2X = 2+ > (= 2+2 = 2+ (2a) (6 )=2+4=6 >0‏ 
2 
الدالة تمتلك نهاية صغرى محلية ولا يمكن ان تمتلك نهاية عظمى محلية .. 


a 4‏ 4 
1 83 دور 1 اذا كانت -- 7× = (»×)۴ حیث 0 + × , ۾ ; ۸ ع هج بين ان الدالة لاتمتلك نهاية عظمى 
س د ی XxX‏ 
محلية مهما كانت قيمة ۾ . 
نفس اسلوب حل السؤال السابق بفرق اشارة قيمة × 


[ 008 اذا كان المستقيم 0 =2 + ل - × يمس منحني القطع المكافىن × م = ”ر 
کک جد بؤرة القطع المكافئ . 
TT‏ - = المستقيم ص : ا0ء 


h : ET 
2yy'=h > مون الاس ملحن[ مسن اووازی مک ی وی و ا > ل‎ 


h h . 1 5 
ا‎ > h = 2y > YS eens )1 تعوض بمعادله‌المستقيم‎ 
h h 9 + 1 + 
X4 2=0 > X=2-2 )2 ) (نعوض المعادلتين 1 › 2 بمعادلة القطع المكافئ‎ 


hı» h hZ h۶ : . و‎ 

(-) =h(--2)¬+>[— =—-2h]. (4) > h“ = 2h" -8h > h“ -8h =0 
2 2 4 2 

h(h -8)=0 + h=0 يهمل‎ OR h=8 


بؤرة القطع المكافئ (0 , 2) د 2=م دج 8= ص4 جمعادلة القطع المكافئ y7 = 8x , J = 4px‏ 


aE:‏ الأحيایه 


الطیقالی ا00 لے 


چ = 
ذا كانت × + ۶×ط + »ج = (»×)۴ وكانت f‏ مقعرة لكل 1 < × ومحدبة لكل 1 > × 


خريطة عمل [ لانها انقلاب 0 = (۴")1 , لانها عظمی 0 = (1-)' ۴ ,لانها عظمى 5= (1-)۴] : أهء 


“(-1, 5) € f(X) >-a+b-Cc=5 .......... (1 1 دور‎ 5 | 


f '(x) = 3ax”+ 2bx+Cc , “f'(-1)=0 >3a-2b+Cc=0 ......... (2 
-a+b-C=5 .......... (1 a | 
دور 1 چ‎ 2 6 
3a -2b+C=0 .......... )47 بالجمع‎ 
ASD S DS seo (3 
f "(x) = 6ax + 2b , “ f"(1)=0 > 6a+2b=0 .......... (4 


(تعوض في المعادلة رقم 3) ه3-=ط + ه6-= ط2 
( تعوض قيمتيهما في المعادلة 1) 3-=طþ‏ دج 1= دج 5= 54 +¬ 3=5 + 2a‏ 


-1-3-€c=5 +>Cc=-9 


ذا كانت 6 تمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة ع + × - 3×7 = (»)۴ فجد قيمة > 
2۶ 20 خارج القطر 1 n‏ 8 اھچ 
><> م جد معادله المماس للمنحني عند نقطة انقلابه . 


sol : J =6 
f '(X) = 6X - 3X”+6X - 3X7 = 0 ¬+ 3X(2 - X) = 0 
X=0 OR xXx=2 
f "(x)= 6-6Xx >f"(0)=6-0= 6>0 ,f"(2)=6-12=-6<0 
)0 , 6( هي نقطة النهاية الصغرى‎ ٤ ۴)×( 
6=0-0+Cc > C=6Df(X) = 3X7 -X° +6 >f ° (x) = 6X - 3X > f "(X) = 6 - 6X 
6-6X=0 ¬+ 6X=6 ¬+ ×x=1 ¬+ f)1(=3-1+6=8 ¬ )1 , 8( انقلاب مرشحة‎ 


+++++++ (1) “== - 


نقطة انقلاب (8 ,1) ." 


نکن ط + ×6 - ×ھ = (»)۴ حيث ان إ8 , 4 -) ع ج جد قيمة ج اذا كانت الدالة تمتلك نهاية 
صغرى محلية . 
sol: f '(X) = 2ax -6 ? f "(x) = 2a‏ 
الدالة تمتلك نهاية صغرى محلية 0 < 16 = (»)" f‏ 4=8 


g)×( = 1 - 12× > 1Û = ax + beî # cx, ils i oT‏ وکان کل من ۴ , ك متماسان عند 
4 دور 2 نقطة الانقلاب وكانت للدالة ۴ نقطة انقلاب هي (11- › 1) فجد قيم الثوابت ۴ € ع ,0 ,4 


خريطة عمل [ لانها انقلاب 0 = (1)” ۴ , لانها تماس ۳ = (1)' ۴ , لانها تماس وانقلاب 11- = (۴)1] : ا50 


“f(1)=-11 +¬ a+b+c=-11 ............ (1 
ت , ا‎ f 2 G(X) | 2X المسف‎ 
m =g (x) =-12 , f (x) = 3ax + 2bX + cC EEN 
“f'(1)=m > 3a+2b+C=-12 ............ (2 حساب ميله عن طریق‎ 
ا‎ TT قانون ميل المستقیہ‎ 
+a +b+ C= k11 ........... (1 ks m= 
EEE يصبح 12- دص بع ان‎ 
2a +b =1 ........(4) : i 
f "(x)= 6ax+2b , “f "(1)=0 >6a+2b=0 .......... 
مخير بين استخدام‎ 


مشتقة او قانون ميز (تعوض في المعادلة 4) ه3 -=ط ج ه6-= ط2 


(تعوض قيمتيهما في المعادلة 3)1 - = ط ج1=هaةد‏ 1-=34- 2a‏ 


1-3+C=-11 +> c= -9 


2015 حور 2 حار :ا كان للدالة ع + 3×7 + × = (»)۴ نهاية عظمى محلية تساوي (8) ونقطة انقلاب عند 
5 دور 2 اذل 1= × جد قيمتي ٤€ R8‏ € ,4 . 
sol: yJ =8‏ 
f '(X) = Sax + 6X ¬3ax” + 6X =0 .......... (1‏ 
تعوض في المعادلة 1)( 1- = ج ¬ 6- = 62+ 0= 6 + f "(x) = 6ax + 6> f "(1)=0 ¬ 6a‏ 
-3X+6X=0 ¬-3X)X-2( 50 > X50 OR «<= 2‏ 


f"(xX)=-6Xx+6 ¬>f"(0)=6>0 , f "(2) = -12 + 6= -6 <0‏ 
8= (2 )۴ ج نقطة النهاية العظمى المحلية (8 ,2 ) 


-S8+12+C=8 >Cc=4 


کے 
TUH‏ 
HHHRP‏ 
HHHF‏ 
gegEpR gE‏ 


pS erra — 


2 ا e‏ د علاقة ر Hg‏ ا بالاستفادة من أي علد في السوال لجعل احد المتغيرات بدلالة الآخر . 

3) كتابة القاعدة (الدالة ) الملازمة لكلمة اكبر او اصغر او احدى مرادفاتها . 

4) وضع القاعدة ( الدالة ) بدلالة متغير واحد بالاستفادة من الخطوة (2) › أي دمج (2) مع (3) . 

5) اشتقاق القاعدة ثم مساواتها بالصفر ثم حل المعادلة لإيجاد قيمة المتغير الموحد . 

6 الرجوع الى الخطوتين (2) ثم (1) والتعويض عن المعلوم لإيجاد المجهول . 

7) عرض النتانج على خط الاعداد او المشتقة الثانية للتاكد من كون الناتج اكبر او اصغر مايمكن علما 


PEETTY Î‏ في ظل الحصار الجائر المفروض على قطرنا المناضل صمم عامل بناء مبدع نموذجا لصندوق 
اول » بضاعة على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة الشكل ومن غير غطاء فاذا كان حجمه 


. جد ابعاد الصندوق لتكون مساحة المادة المستخدمة في صناعته اقل مايمكن‎ m3 
۸ الحل | نفرض ان طول صلع القاعدة يساوي × ونفرض ان الارتفاع يساوي‎ 
جم متوازى المستطيلات = مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
V=x?h ج‎ =x” انه جعلنا  بدلالة × لكي نتجنب جذر الطرفين ا = إ ج 1= م »16ج م‎ 
المساحة السطحية لمتوازي المستطيلات = المساحة الجانبية + ضعف مساحة القاس"‎ 
ولأن الصندوق بدون غطاء لذا سوف نحذف الضعف من القانون وعليه سوف يكون‎ 
المساحة السطحية للصندوق = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة = محيط القاعدة × الارتفاع + مساحةالقاعدة‎ 
A = 4xh + x > A= 4x + X2 9 A => x" + x ل‎ 


ت ٣‏ 
A'= =x” +2X , “A'=0‏ 
EM. —-1‏ 
2x=0].4X” ® -1+ 8x =0 © 8X =1‏ + ا ج 0= x” + 2X‏ — 
1 1 1 1 1 1 
و ي ا 
x 16)2( 16. 2‏ 
5 + م 1 مہ * . + 1 
اي ان طول ضلع القاعدة المربعه يساوي ٠١‏ <> وارتقاع انلوق يباو :1 ے 
وللتحقق من صحة الحل نحيل النتائج المستخرجة على خط الاعداد للمشتقة الاولى او المشتقة الثانية للتأكد من كونه 
اکبر (عظمی ) اصغر ( صغری ) مایمکن 


نهاية صغریى ( اقل مایمكن ) 0 <6 = 2 +" = A"‏ 


N]ف‎ 


e | ê 1‏ ا 
ل X a rr > A‏ 


ww 
`8 


الطریق الں ا100 لے 


حاوية على هيئة اسطوانة دائرية قائمة c۳١‏ ۲ 216 جد ابعادها اذا كانت مساحة المع 
ود نري : جد اڊ 
المستخدم في صناعتها اقل مايمكن › مع العلم ان الحاوية مفتوحة من الاعلى . 


8 دور 1 


6 20 دور 2 
الحل :- نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة = × ٠‏ نفرض ان ارتفاع الاسطوانة = 1 
حجم الاسطوانة = مساحة القاعدة × الارتفاع V=r xX2h‏ 


Z16 
216r =r xh => h5 
xX 


المساحة السطحية(بدون غطاء) = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 
المساحة السطحية(بدون غطاء) = محيط القاعدة × الارتفاع + مساحة القاعدة 
A=2r xh+rr x‏ 


Z216 
A = 2r x”) +r X>A=r (432 x1 + x7) I 


A' =r (-432x7 +2x) 


- 432 
]-—— +2X=0[. ×+ -432 + 2X =0 


2X =432 د‎ × =6 


i EE Ê ue Z16 8 


0 دور 2 خزان من الحديد دو غطاء کامل على شکل متوازي نوج کی ت بر مه 
٠--777‏ "۳ 216 جد ابعاده لتكون مساحه الصهائح المستخدمه في صنعه افل مايمكن . 
الحل | نفرض ان طول صلع القاعدة يساوي × ونفرض ان الارتفاع يساوي ۸ 
حجم متوازي المستطيلات = مساحة القاعدة × الارتفاع 
V=xh %216=xh h5‏ 
المساحة السطحية لمتوازى المستطيلات = المساحة الجانبية + ضعف مساحة القاعدة 
المساحة السطحية للخزان = محيط القاعدة × الارتفاع + 2 × مساحةالقاعدة 
A= 4xh + 2x? 2 A= 4x 3 + 2x? > A= 864 x" + 2x‏ 
A'= -864x7”+4x , “A'=0‏ 
-864X7+4Xx=0 2 ] + 4x =0]. xX‏ 


+ -864 + 4X =0 $ 4 xX = 84 
x= 216 > Xx=6 = 6 


السا په ا لأحيایو 


a, 


اسورد ا 


وللتحقق من صحة الحل نحيل النتائج المستخرجة على خط الاعداد للمشتقة الاولى او المشتقة الثانية للتأكد من كونه 
اکبر (عظمی ) اصغر ( صغری ) مایمکن 
نهاية صغرى ( اقل مايمكن ) 0 < 12 = 4 + = (6 )"۸ © 4 + 
1999 2 ۰ اذا كان نصف قطر كرة يساوي نصف قطر قاعدة اسطوانة دائرية قانمة وكان مجنو ع حجسي 
ر ي 2 E‏ ا 
الكرة والاسطوانة يساوي "ع 907 جد طول نصف قطر الكرة عندما يكون مجموع مساحتيهما 
الكلية اصغر مايمكن . 
الحل | نقرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة يساوي نصف قطر الكرة ويساوي ۲ › نفرض ارتفاع الاسطوانة ‏ 
کے ۹“ . س i ang E‏ 1 3 
حجم الاسطوانة = مساحه القاعدة × الإرتفاع م 1 ل 
[90r=rPh+ Zr]. > 270=3P°h+4f‏ 


A"= 1728 28 


Or: 2“‏ د ھک ہم چ ب دم د ar h = 270 -4r3‏ 


المساحة السطحية للاسطوانة ۸ د الساسة الات اة × سا اقا 
المساحة السطحية للكرةر۸ = 47٣)‏ 
A =Aٍ+A)=(2rrh+2rf7?)+4rr? =2rrh+6rr‏ 
A=2r(rh+3r) > A=2 [r (90r 7 - “r )+ 3r]‏ 
A=2r[90r1- r? +3]‏ 
=2r[-90r7- r +6r] , A'=0‏ 
2r [-90r7- 5r +6r] =0 %-90r7- r +6r =0‏ 
r +6r =0].3r > -270-8 ° +18 =0‏ - 2[ 
نصف قطر كل من الكرة والاسطوانة "3= 2 27= ° 2ج 270= 10° 


U 
5 ۹ الايا‎ ۹ 
4 < < ~~ 


الطریق ای ا100 لے 


2 دۈر 2 خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة الشكل وله غطاء كامل › جد ابعاد الخزان 
5 هارو 1 لتكون مساحة المادة المستعملة في صناعته اقل مايمكن علما ان سعة الخزان ص 27 
الحل | نفرض ان طول ضلع القاعدة يساوي × ونفرض ان الارتفاع يساوي ۸ 
حجم متوازي المستطيلات = مساحة القاعدة × الارتفاع 
V=xh $27=x2h Shs‏ 
المساحة السطحية لمتوازى المستطيلات = المساحة الجانبية + ضعف مساحة القاعدة 
المساحة السطحية للخز ان = محط القاعدة × الارتفاع + 2 × مساحةالقاعدة 
A= 4xh + 2x? DA=4x Ê +2x? > A=108 x" + 2x‏ 
A'= -108x7+4Xx , “A'=0‏ 
-108X7+4x=0 > ] + 4X =0]. X7‏ 
-108+4x* =0 24x =108‏ + 
Oa Z7 FF KS 4 = =3‏ 
اي ان طول ضلع القاعدة المربعة يساوي " 3 وارتفاع الصندوق يساوي " 3 اي ان الشكل مكعبا 
وللتحقق من صحة الحل نحيل النتائج المستخرجة على خط الاعداد للمشتقة الاولى او المشتقة الثانية للتأكد من كونه 
اکبر (عظمی ) اصغر ( صغری ) مایمکن 
نهاية صغرى ( اقل مايمكن ) 0 < 12 = 4 + = (3)" ۸ 5 4 =4 +× 216 = "۸ 


جد بعدي علبة اسطوانة دائرية قائمة مسدودة من نهايتيها › مساحتها السطحية c۶‏ 247۲ 
عندما یکون حجمها اکبر مایمکن . 
24 دور 2 الحل | نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة ۲ وارتفاعها | 
٠‏ حجم الاسطوانة = مساحة القاعدة × الارتفاع 
المساحة السطحية للاسطوانة = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 
المساحة السطحية للاسطوانة = ( محيط القاعدة × الارتفاع ) + 2 × مساحة القاعدة 
[24r=2rrh+2rr? ]+ 2r 212 =rh+r? >rh=12 - r‏ 


12-F 
ے۱‎ 


T^ 


V=rPh DD V=rP (ZE )= r (12-F) 


VST) ; VY =O > #12 - F۴ 30 = 2 


ارتفاع الاسطوانة hs - 4cm‏ > نصف قطر الاسطوانة ˆ ۲2 ج 4= ۲2 


وللتحقق من صحة الحل نعرض النتائج على المشتقة الثانية ويجب ان تكون اشارتها موجبة اي ان النهاية عظمى 
اي ان الحجم يكون اكبر مايمكن 0 V/"=7 )-6۲( ۳ ۷")2( = -12 F>‏ 


قطعة سلك طولها "ع 8 قطعت الى قطعتين صنع من الاولى دائرة ومن الثانية مستطيل طوله 
ضعف عرضه ٠‏ جد طول كل قطعة ليكون مجموع مساحتي المستطيل والدائرة اقل مايمكن . 
الحل | نفرض ان طول المستطيل × وعرضه ل بحيث ان 2y‏ = × ونفرض ان نصف قطر الدائرة ۲ 
بما ان طول قطعة السلك 8 امتار وقطعت الى قطعتين فإن مجموع محيطي القطعتين هي نفسها طول السلك وعليه 
تكون العلاقة في السؤال هي مجموع المحيطين والقاعدة التي يتم اشتقاقها مجموع المساحتين 
2(2y+y)+ 2r! =8 +6y+ 2r! =8 DP Iy+ r =4‏ 
rr)‏ ¬4( جرج 3Y = 4 - «r‏ 


2004 دور 1 


A = 2y(y) + r I> A= (4 - rr) + r? > A= >(16 - 8r + r7) + rr? 
2 


A'=<(-8rr + Z2r*r) + 2nr ¬» [5(-8r + 2r*r) + 2rr = 0] = 


-8+2rr+9r=0 D r(2r+9)=8 r= —گÊ‎ 


2r+9 
3 (4 8r (= 1 (aa) 2لا‎ 
¥ 3 2ar+9/ r+9 ` 2+9 


3 
محيط المستطيل والذي يمثل طول القطعة الاولى ك درم 
محيط الدائرة والذي يمثل طول القطعة الثانية ك = ۲ 2 
اي ان مجموعة المساحتين في نهايته الصغرى ( اصغر مايمكن ) 0 < 27 + (277) < = "۸ 
mum.‏ : مجموع محيطي دائرة ومربع "۳ 60 اثبت انه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين اصغر 
دور مايمكن فان طول قطر الدائرة يساوي طول ضلع المربع . 
5 دور 3 الحل :- نفرض ان طول ضلع المريع = × › نفرض ان طول نصف قطر الدائرة = ل 
العاقة مجموع المحيطين والقاعدة مجموع المساحتين 
e y7‏ + 2ر = A = x + f J> A = (15 -& y( + e y> A = 225 - 15 y+‏ 
2 
A' = - 15 + y+ 2r Jy > [- 15r 1Y + 2r yJ =0 1.‏ 


30 
-30+ryJ+4y=0 >+(4+T (J =0 i TTT 

r, 30 . 15tT _ 15Tt+60- 151 _ 60 
SST 1-an) `“ ar) ° (AMHR) 
2 ا‎ 
¥ i 


م ۳ مہ Z2‏ 
اي ان للداله نهايه صغرى محليه والجواب هو اصتر مايمكن 0 > 2 += = A"‏ 
تلميح || يمكنك ان تراجع اسلوب حل الكتاب للمثال حيث بدأ الحل بأن يجعل نصف القطر بدلالة طول ضلع المربع › 
حاول ذلك قبل ان تطلع على حل الكتاب . 


یال انعد 1 الطريق الى ال 100 س 


TE‏ برهن ان اکبر س محيطه ٥۳‏ 40 یکون مربعا 
تا وس حل 1 تفرضن ان بعدي المستطين ر , × 
محيط المستطيل = 2 ( الطول + العرض ) =2(x+y) ?P20=x+y X= 20-y¥‏ 40 
مساحة المستطيل = الطول × العرض A=x.y‏ 
(y= 20y - ¥‏ - 20) = 
A'=20-2¥y , A'=0 >20-2J=0 J=10‏ 
بما ان البعدين متساويين فإن المستطيل المطلوب مربعا 10 = 10 - 20 = × 
اي ان المستطیل یکون مریعا عندما یکون في نهایته العظمی ( مساحته اکبرمایمکن ) 0 > 2- = "۸ 


1 | جد ابعاد مستطیل محیطه 100 سم ومساحته اکبر مایمکن . 
ب ت و انحل ١‏ تفرش ان بعدي المستطيل X,Y‏ 
محيط المستطيل = 2 ( الطول + العرض ) ¥ 50 = =2)x+ yJ) 5O =Xx+ YJ DX‏ 100 
مساحة المستطيل = الطول × العرض A=x.y‏ 
A = (50 -y)y = 50y - yJ‏ 
A'=50-2y , A'=0 550-2y =0 5y = 25cm‏ 
بما ان البعدين متساويين فان المستطيل المطلوب مربعا 25٥"‏ = 25 - 50 = × 
اي ان المستطیل یکون مربعا عندما یکون في نهایته العظمی ( مساحته اکبرمایمکن ) 0 > 2- = '" ۸ 
تلميح || لو وجدت قطعة ارض مستطيلة الشكل يحدها نهر من احدى جهاتها واريد تسييجها بسياج طوله 100 متر 
E‏ ا ¥+ 2x‏ = 100( 


جد اقل محبط ممكن لمستطيل مساحته cm‏ 16 
الحل || نفرض ان طول المستطيل »× » عرض المستطيل ر 


| 00 ر1 


6 دور 2 16 
n‏ مساحة المستطيل = الطول × العرض 16=xy e‏ 
محيط المستطيل = 2 × (الطول + العرض ) P۴ =2) x+y)‏ 


16 
P=2(x+—)=2 (x + 16x” ) 
P' =2)1-16x×2(=0 + 1-2 =0 » x-16=0 $xX2=16 %xX=4 
16 
8 


P = 2(4 + 4) = 16 cm 


64 


اي ان المحيط في نهايته الصغرى ( اقل محيط ممكن ) 0 < 1= (4)"ص © <=( ×32 )2 = "م 


لمي 1 لابه الطريق الى ال 100 2 


صفيحة مستوية معدنية مربعة الشكل طول ضلعها » 60 قطعت من اركانها الاربعة مربعات 
متساوية المساحة ثم ثنيت الاجزاء البارزة لتكون علبة بدون غطاء احسب طول ضلع المريع 
المقطوع لكي يكون حجم العلبة اكبر مايمكن . 
الحل :- نفرض ان طول ضلع المربع المقطوع = × 
بعد ثني الاجزاء البارزة تكونت علبة على شكل متوازي مستطيلات قاعدته مربعه طول ضلع القاعدة يساوي 
×2 - 60 وارتفاعها يساوي × 
حجم متوازي المستطيلات / = مساحة القاعدة × الارتفاع 


5 دور :2 


۷ = (60 - 2x)” . X 
V = (3600 - 240x + 4x) . x 
V = 3600x - 240x + 4x 
° = 3600 - 480xX + 12x 

[] 3600 - 480x + 12x = 0 [+ 12 


40X + xX” = 0 > ) 30 - X()10 - ×) = 0‏ - 300 
( طول ضلع المربع المقطوع ) 10= × 0۸# (يهمل ذهنيا ) اما 30 = × 
الحجم اكبر مايمكن 240>0 - = 240 + 480 - = (۷")10 ج ×24 + 480- =" 
صفيحة مستوية معدنية مستطيلة الشكل بعديها ۳ 50 , ٥"‏ 80 قطعت من اركانها الاربعة 
مربعات متساوية المساحة ثم ثنيت الاجزاء البارزة لتكون علبة بدون غطاء احسب طول ضلع 
المربع المقطوع لكي يكون حجم العلبة اكبر مايمكن . 
الحل | نفرض ان طول صلع المربع المقطوع × 
في العلبة الناتجة يكون طول ضلع القاعدة ×80-2 وعرضها ×50-2 وارتفاعها × 
حجم متوازي المستطيلات = مساحة القاعدة × الارتفاع 
V = (80-2x)(50-2x)(x)= (4000 - 160x - 100x + 4X) X‏ 
260x + 4X) x = )4000X - 260xً + 4X (‏ - 4000( = 
V' = 4000 - 520x + 12X2 ,' =0 > ]4000 - 520xX + 12X = 0 [ +4‏ 
3X ())10-X× (=0‏ -100) ج 0= x + 3X‏ 1000-130 
طول ضلع المربع المقطوع "۳ء 10 = × ۴© يهمل ذهنيا لانه اكبر من نصف العرض = either xX‏ 
الحجم اكبر مايمكن 0> 240 + 520- = (۷")10 ج ×24 + 520-= "۷ 


2009 تەسيديي 


الطريق الى ال 100 
| 7 تەەيىدي دي زيالته على مر 2 : 
۹۸ الحل :- نفرض العدد × ومزيعه “× 


n 
h'=1-2X +1 -2X=0 +¬ 2X = 1 ¬ X= 


N] 


العدد الناتج هو اكبر مايمكن جد 0 >2-="” ۸ 
عزيزي الطالب | قد يحور السؤال السابق ليكون جد العدد الذي نقصانه على مربعه اصغر مايكمن فتكون القاعدة 
× - × = 1 عندها ستكون المشتقة الثانية في نهايتها الصغرى 
جد العدد الذي اذا اضيف الى نظيره الضربي يكون الناتج اكبر مايمكن 
e 5‏ . 1 
الحل | نفرصضص ان العدد × ونظيره الضربي - 


4 دور 3 
8 کارج القطلر 
e‏ 


A=x+ DA=x+x 
A'=1-x7 [1-2 =0 [.x 2 xX -1 =0 
X2=1 $x=+1 


A" =2 x3 5A" = 


x3 
۸")1( = 2 < 0 ) في نهایته الصغری ( اصغر مایمکن‎ 
۸")-1( = -2 > 0 ) في نهایته العظمی ( اکبر مایمكن‎ 
)-1( اي ان العدد المطلوب يساوي‎ 
تلميح || هذا الحل هو الذي يعتمد في الجواب النموذجي ومايريده واضع السؤال ولكن السؤال لايخلو من خلل لغوي‎ 
لان الاختبار اظهر ان العدد 1- هو اكبر عدد مطلوب لكن عند اجراء اختبار على العدد 1 مثلا نجد ان ناتج اضافته الى‎ 
نظيره الضربي ينتج عنه 2 وهو اكبر من ناتج اضافة 1- الى نظيره الضربي وهو 2- وان كل الاعداد الموجبة الاخرى‎ 
تظهر نتائنج اكبر من ذلك لذا فان السؤال بوضعه اللفظي الحالي يخالف المنطق الرياضي ولتدارك هذا الخلل يجب ان يكون‎ 
السؤال باحدى الصيغتين التاليتين‎ 
جد اكبر عدد سالب عند اضافته الى نظيره الضربي يكون الناتج في نهايته العظمى‎ 
جد اصغر عدد موجب عند اضافته الى نظيره الضربي يكون الناتج في نهايته الصغرى‎ 


الطریق ال اد100 لے 


جد العددين الموجبين اللذين مجموعهما 75 وحاصل ضرب احدهما في مربع الاخر اكبر مايمكن 
الحل :- نفرض العدد الاول × ونفرض العدد الثاني ر 


1 4 دور اښبار 


X+yJ=75 >X=7[5-y 
h=xy>h=(75-y) ¥ =75y - ¥ 

h ' = 150¥ - 3y ¬150¥ - 3¥ = 0 ¬ 3)50 - ¥( = 0 

۷ =0 یهمل‎ OR ۷= 0 

العددان هما }25 ,50) ج x=75-50=25‏ 

الجواب يمثل اكبر مايمكن ¬ 0 > 150- = 300 - 150 = (50) ” + 6¥ - 150 = h”‏ 

a |‏ لتكن ×8 = ”ل جد نقطة تنتمي الى المنحني وتكون اقرب مايمكن الى النقطة (6,0) . 
الحل :- نفرض النقطه (ل ,×)م 

۷ = 8× ¬ 


P= Kı xX) + ¬ y= ¬ 6° + ¬ 0(۶ 
P= ×2 - 12x + 36 + 2ر‎ 
P= x2 - 12x +36+ 8x = x? - 4x +36 


2x—4 Zx—4 
P' === ب‎ =0 +> 2X -4 =0 > × =2 
2 / x2¬- 4x×+36 2 x2 ¬- 4x+ 6 


J =16 y=z±4 
)2,4(,) 2, -4([ مجموعة الحل‎ 
. اذا كان 24 = ×4 + ل فجد قيمتي لإ , × التي تجعل ”× ل اكبر مايمكن‎ 

y+ 4x = 24 +¥ = 24 - 4x 
A= U 
A = (24 - 4x)X ¬» A = 24x - 4x 
A' = 48x - 12x” > 12X (4 - X) =0 
either X =0 Jaت‎ 


Or X=4 > J=24 -16 =8‏ 
اي ان القيم الناتجة في نهايتها العظمى 48- = 96 - 48 = A" =48 - 24× ¬+ A")4(‏ 


س | C:‏ ھا الأحيايه 


2 


الطريق الى ال 100 = 
جد نقطة او اثر تنتمى الى القطع الزائد 3 = 2× - تر بحيث تكون اقرب مايعكن 


3 و1 الى النقطة (0,4) 


س 


2 تەەيدي نفرض النقطة (ل,×)م 


J -X =3 5X = -3 5X5 ± y-3 ¿ دور2‎ 5 
۴ =)» - x) + )y 2¬ yy) =) - 0(2 + )y- 4۶ gm LD. 
P = x2 + y2 - 8y + 6 

Pm yê — BF y*—- By 1 = 2¥ — BFF 8 


,_ 4y-8 4y-8 ° ت‎ 
2 2y2—- 8y+13 2 ,/ 2y2¬- 8y+13 u 2ل ج 930 د‎ 
X=+174— 3> X = + 1 


مجموعة الحل })2 ,1-(,)2 ,1({ 


”جد نقطة تنتمي الى المنحني 5 = × - ۶ل لكي تكون اقرب مايمكن من النقطة (0 , 4( 
| 2015 دور 2 

aS: )2, 3(, ) 2, -3( € المنحني‎ sss 
جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة بمنحني الدالة 7× - 12 = (»×)۴ ومحور‎ 
السينات بحيث ان رأسان من رؤوسه على المنحني والرأسان الآخران على محور السينات‎ 

7 دارو چا _ ثم جد محیطه . 

حل :- نفرض ان العرض = ×2 والطول = ل (لان المنحني متناظر حول محور الصادات) 


ا 

A=2x.y کک مساحة المستطيل = الطول × العرض‎ 
A س‎ 2x(12 5 x) تد‎ A 2AX 2x3 ا‎ "e 
A' = 24 - 6× ¬+ 24 - 6X Ç 


م 
î?‏ 


6X = A> (2 =4 +> X= 2 


y=12-4 +> J =8 

الطول 8 = ل , العرض 4= ×2 
محيط المستطيل = 2 × (الطول + العرض ) 2 . M = (y + 2x)‏ 
وحدة طول 24 = (2) (4 + 8) = ١N‏ 


IE \N\ { OL} Ferg Cry 


r X-=ZL= A Fr (SK mey 


Fre PTT 


O o wey Rf’ 09° Qq RP 
ON TT mE? (mg? oOqEe 


le 6| eé | 


سڪ ا عمف 1 


م 


الطریق الں ا100 __ لے 


ETT |‏ جد ابعاد اسطوانة دائرية قائمة مساحتها الجانبية اكبر مايمكن موضوعة داخل كرة مجوفة 
e‏ 
ف قطر ھا c٥‏ 6۷2 
الحل :- نفرض ان نصف قطر الاسطوانة × ٠‏ نفرض ارتفاع الاسطوانة 21 
x + h7 > 72 = x + h‏ = )2 6( 
B® FF NTE — FF‏ 7 = 0 
المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع 
A =2r x (2h) = 4r xh‏ 
A =4r h\72 — h? >A =4r \ h.72 — h?‏ 
A =4r 1“72h? — ht‏ 
ت E 144h—4h3 144h-—4h3‏ 
ئ A SAE 2 72h*— h* E 2 72h2—‏ 
144h - 4h = 0 ¬+4h (36 - h?) = 0‏ 


h=36 د+h=6‎ 


ارتفاع الاسطوانة 2 = 2۸ ج نصف قطر قاعدة الاسطوانة 6 = X2 =72-36=36 ¬X‏ 
تلميح || لاحظ ان القاعدة التي تم اشتقاقها هي المساحة الجانبية للاسطوانة › فلو كان السؤال جد المساحة الجانبية لأكبر اسطوانة دائرية 
توضع داخل كرة نصف قطرها 2/ 6 لكانت القاعدة قانون حجم الاسطوانة وبعد ايجاد الابعاد نعوضها بقانون المساحة الجانبية 


جد بعدي اكبر اسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل كرة مجوفة طول نصف قطرها 2٧/3 >»٠‏ 
2001 ور Z‏ : 


الحل :- نفرض ان نصف قطر الاسطوانة × ٠‏ نفرض ارتفاع الاسطوانة 2٠‏ 
xX +‏ = 12 ج + 2× = (3/ 2( 
ت 12 = 2 
حجم الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع 
V = rr x (2h) = 2r xh‏ 
V=2r h(12-h”) > V = 2r (12h - fh?)‏ 


V' = 2rr (12-37) ¬2rr (12 - 3h7) = 0 
12-3h”=0 +3h”=12 + h” =4 >+>h=2 


نصف قطر قاعدة الاسطوانة 2 2 =»×ج 12-4=8= X2‏ 


ارتفاع الاسطوانة 4 = 2۸ 
تلميح || لو طلب ايجاد بعدي اكبر اسطوانة يمكن وضعها داخل كرة نصف قطرها معلوم عندها سنفرض ان نصف قطر الكرة ج 
ونكمل الحل حسب ماتقدم ويكون الجواب النهئي بدلالة ج 


جد ارتفاع اكبر اسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل كرة مجوفة طول نصف قطرها 
ك A4A\l3cm‏ 
الحل :- نفرض ان نصف قطر الاسطوانة × › نفرض ارتفاع الاسطوانة 2۸ 
x + hج 48 = x2 + h?‏ = )3 / 4( 
ت 48 = ا 
حجم الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع 
V = rr x (2h) = 2r xh‏ 
V = 2r h(48 - h”) +> V = 2r (48h - h®)‏ 


2012 20121 دور 3 _____ 3 


V' = 2r (48 - 3h7) ¬2rr (48 - 3h7) = 0 


48 -3h” =0 +> 3h” =48 > h”’ =16 >h=4 
X2 =48 -16 = 32 ¬×» = 4 نصف قطر قاعدة الاسطوانة 2ہ‎ 
2۸ =8 ارتفاع الاسطوانة‎ 
تأكيد || اكبر اسطوانة توضع داخل كرة يكون مركز الكرة منصف لارتفاع الاسطوانة ويه فت الارتفاع 2۸ لاننا‎ 
سنحتاج الى احد القسمين لرسم المثلث القائم الزاوية . ويمكن استبدال الرسم بالشكل التالي فتتغير الفرضية‎ 
في هذه الحالة نبقي الارتفاع ۸ لان القطر الكامل هو الذي‎ 
يكون المثلث القائم وعليه ستكون العلاقة في السؤال‎ 


128 = hf? + (2r)? > 128 = h? + 4r 


له 1 : یې الطريق الى ال 100 
| 2008 دور 1 


جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة مجوفة نصف قطرها cM‏ 3 . 
ان نصف قطر قاعدة المخروط »× > ارتفاع المخروط h‏ 


9=x7+(h-3)7> 9= x7+h”-6h +9 


x2 = 6h - hُ 


< 
II 

wa 
< 

N 

ر = 


V = (6h - h’) hD V = > (6h? - f?) h 

V'= = (12h - 3 h) =0 ® 12h - 3h =0 2 3h(4 - f) 

either h = 0 يھملڵل‎ 

OR h=4 $ x=24-16=8 
32 3 


== )8()4( == em 


س ا ا ا ا ا ا ا 


جد اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه "- 2 8 . 
الحل :- نفرض ان طول القاعدة = ×2 > الارتفاع = y‏ 


8/2)” = X× + +128 = ×+ ¥ 
×= 128 جل-‎ ×= /128 - ¥2 


A= >2x.y مساحة المثلث = نصف طول القاعدة × الارتفاع‎ 
A=y (128 - y2> A= y2/128 - 2ر‎ A= /128y2 - ر٣‎ 


256y—-4y3 
1 ( 


2I2" 


سے !1 


256y - 4y3 = 0 ¬ 4)64 - ¥7 = 0 
4Ay=0 > J=0 Jag OR yJ =64 >y =8 
x= /128 - 64= ۷ 64 ¬ xX =8 


2× = 16c ل , طول القاعدة‎ = 8٥۳ الارتفاع‎ , A= 54em” × X 


عله الأحيايه الطريق الى ال 100 > 


تد مساحة اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن رسمه داخل دانرة نصف قطرها 0 6 . 


203 دور 1 
6 تھهیدي 


الحل :- نفرض ان طول قاعدة المثلث = ×2 » ارتفاع المثلث = ۸ 
x + (h - 6)‏ = )6( 
x7 + h” - 12h + 36‏ = 36 


x = 12h - h> x = V/ 12h — h 

A= > )2×( )۸( مساحة المثلث = نصف القاعدة × الارتفاع‎ 1 h-6 
A=hvV 12h — h7 

A= h2“ 12h — h2? =7 12h3 — ht ;h>O EEE 2X... 


, _ 36h?- 4h 
2 V24h3 — h 


Ah?=0 + h=0 Jas OR 9-h=0 ¬ h=9cm 


=0 ¬+36h? - 4h3=0 > 4h (9 - h) =0 


X= 7/108 - 81 = 1/27 = 3/3 CM > 2X=2. 3/3 = 6/3 | طول القاعدة‎ 


A=27/3 cm 
12 ء٣ ند بعدي اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن وضعه داخل دائرة نصف قطرها‎ 
نفس فكرة السؤال السابق‎ 


کا مثلث قائم الزاوية طول وتره ٠"‏ 6۷3 ادير حول احد ضلعيه القائمين فتكون مخروط دائري 
2014 دورو 1 __-_ قائم › جد طولي الضلعين القائمين بحيث يكون حجم المخروط المتكون اكبر ما يمكن . 
ادح :- تعد دوران المثلث القائم حول احد اضلاعه القائمة فان الشكل المتكون هو مخروط نصف قطر قاعدته 
وارتفاعه هما الضلعين القائمين 
نفرض ان نصف قطر قاعدة المخروط = × › ارتفاع المخروط = | 
x + h7 > 108 = x + h‏ = )6۷/3( 


x2 = 108 - hُ 
حجم المخروط = ثلث مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
V==xh 


V=*h (108 -hٌ) >V = (108h - fh?) 

V' == (108 - 3h” ( ¬ )108 - 3h ( = 0 

108 - 3h” =0 ¬+ 3h” = 108+ h”=36 ¬h =6 

ف قطر قاعدة الاسطوانة 6,2 = ×+ 72 = 36 - 108= 7× 
V=144r cm’‏ > )72)(6( == 


| 2009 >4 2 مثلث قائم الزاوية طول وتره ٠»‏ 4/3 ادير حول احد ضلعيه القائمين فتكون مخروط دائري 
”< قائم > جد طولي الضلعين القائمين بحيث يكون حجم المخروط المتكون اكبر ما يمكن . 
تلميح || فكرة هذا السؤال ترددت في اريع نماذج وزارية باختلاف طول المولد او الوتر في المثلث القائم مع التأكيد 
ان المثلث القائم الزاوية اذا ادير حول احد ضلعيه القانمين فان الشكل المتكون هو مخروط اما المربع اذا ادير حول 
احد اضلاعه الاربعة فان الشكل المتكون هو اسطوانة ارتفاعها يساوي طول نصف قطر قاعدتها › اما المستطيل اذا 
ادير حول احد اضلاعه فان الشكل المتكون هو اسطوانة . 


_الطریق ای ا100 لے 


جد مساحة اكبر مستطيل يمكن رسمه داخل نصف دائرة نصف قطرها 4/2٥"‏ 


12 دور 1 
لحل :- نفرض ان الطول = ×2 والعرضص = ر 
مركز الدائرة يقسم الطول الى قسمين متساويين ونصف قطر الدائرة يصنع مع البعدين ل , »× مثلث قائم الزاوية 
¥2 32 =× ر- 32 = 2× 
مساحة المستطيل = الطول × العرض ل.>×۸=2 
4ر - 2/32y2‏ =۸ >2ر - 2/32 2= ۸ در - 32/ A = 2y‏ 
(64y-4y*) _‏ 2 
۹ر 2/322 
64y - 4y3 =0 >+ 4¥(16 - ¥) = 0‏ 
OR ¥۷ =16 ¬ yy =4‏ يهمل 0= ¬ 4J=0‏ 
X= 1/32 - 16 =1 16> X =4‏ 


العرض 4٥"‏ = ل , الطول 8٥۳"‏ = ×2 


2009 دور 1 ند مساحهة اكبر مستطيل يمكن رسمه داخل نصف دائرة نصف قطرها n‏ 6. ففس اسلوب 
5 44 رامع تأكيد || لو ان المستطيل يرسم داخل دائرة كاملة سنفرض بعديه ل2 , ×2 وتكون مساحته 
0 0 0 ساوي ×4 = A= 2×.2y‏ 


1 6 دور 1 ¿ جد مساحه اکبر مستطیل یوضع داخل نصف دائرة نصف قطرها "إ 8 . 


الطریق الں ا100 لے 


جد حجم اكبر اسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 8 سم 


| ا وتصف قطر قاغنته 6 سم .. 


الحل // نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة × › ارتفاع الاسطوانة | 


من تشابه المثلثين ههج , ab‏ 
x _ 8-h‏ 


6 8 
8x = 6(8-h) ¬4x = 24 - 3h 
3h = 24 - 4x h = (24 - 4x) 


۷= ×" جم الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
V = x(24 - 4x)> V = (24x? - 4x?) 


= (48X - 12X7) ¬48X - 12x = 0 


12x ( 4¬- xX) =0‏ 
12x=0 >X =0 Ja OR x=4cm >h =5(24 -16)= cm‏ 
المساحة السطحية = محيط القاعدة × الارتفاع + 2 × مساحة القاعدة A=2r xh+ 2 x2‏ 
A = 2r (4)) + 2r (4) = r cm?‏ 
تلميح || السؤال الوزاري الاصلي فيه نصف القطر 9 وارتفاع المخروط 12 تم استبدال القيم لينطبق مع سؤال التمارين في الكتاب المنهجي . 
- جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 
6۳ وطول قطر قاعدته يساوي 8٥0"‏ . 


الحل // نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة × › ارتفاع الاسطوانة ۸ 


abc , هلf من تشابه المثلثين‎ 
x _ 6-h 


6 
6x =4(6-h) >6x = 24 -4h 


4h = 24 -6x> h = =)12 - 3×( 
۷= ×١, جم الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
V =r x2(12- 3x)> V = (12x - 3x ( 
V' => (24x - 9X°( +24X - 9X = 0 


3X (8 - 3X) =0 


الطریق الی ا100 لے 


2016 اول جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه 6٤٥۳"‏ 
الحل // نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة × » ارتفاع الاسطوانة م 


6x = 5(6 h) 36x = 30 - 5h 


5h = 30 - 6x4 h = (15 - 3) 
۷= ×" حجم الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
V= r x? [2(15- 3x)]» V = (15x? - 3x?) 


E . )30X - 9X2) + 30x - 9X= 0 


3X ( 10 - 3X) = 0 
10 2 

3× =0 +<× =0 همل‎ 0R x = —~em +h = >15 - 10( = 

من الكتاب والآخر تغيير بسيط في الارقام . 


nem |‏ مخروط دائري قائم نصف قطر قاعدته ٥"‏ 4 وارتفاعه "۳ 12 يراد قطع مخروط دائري منه 
2003 9 ي يرتكز رأسه في مركز قاعدة المخروط الاصلي وقاعدته توازي قاعدة المخروط الاصلي › جد 
ابعاد المخروط المقطوع بحيث يكون حجمه اكبر مايمكن . 
الحل // نفرض ان نصف قطر قاعدة الاسطوانة × › ارتفاع الاسطوانة | 


من تشابه المثلثين عه , abc‏ 
x _ 1Z2—h‏ 


4 12 


12x =4(12-h) >3x=12-h 


h =12- 3x 
=2 ×7" الاسطوانية = مساحة القاعدة × الارتفاع‎ 
=2 x (12 - 3x) > V = > (12x - 3× ( 


Wë )24x - 9X) + 24× - 9X= 0 


3X (8 - 3X) = 0‏ 
بعدي المخروط المطلوب "» 4 = (12-8) = د "=× 0۴ يهىل 0= ×< 0= ×3 


. أ لدابعاد مخروط دائري قائم حجمه اقل مايمكن ويحيط بكرة نصف قطرها 3 سم‎ ٠ 
٤ 2 دور‎ 8 


الحل || نفرض ان نصف قطر قاعدة المخروط = × › وارتفاعه = | 


عه في المثلث 
(h - 3)” = 9 + (ab)” > h” - 6h + 9 = 9 + (ab)‏ 
(ab) = h?- 6h ¬» ab = Vh? — 6h‏ 


من تشابه المثلثين مله , a٤‏ 


h x 
= = >xX vh” — 6h =3h 
¥ h— 6h .. 
3h 
X= 
h?— 6h 
T7 2 _T 9 h 
E h Sa am) 
2 
۷ = 3 r س(‎ 
ا جت‎ 
e gE E Dg 


(h¬ 6) 


an =12h- h? =0 5h? 12h =0 


h(h -12) =0 ¬» either h = 0 يمل‎ OR | =12 ارتفاع المخروط‎ 


ےگ برف فر قاع ان 
B= 8 =3۷2 cm‏ = س = إنصف قطر قاعدة المخروط 


1 2008 .1 ند مساحة اصغر مثلث متساوي الساقين يمكن رسمه خارج دائرة نصف قطرها 3 سم . 
حل ٠‏ تفرضن ان طول قاغذة الملت = رد »> وارتفاعه = ۸ 
عه في المثلث 
(h - 3)” = 9 + (ac)” > h” - 6h + 9 = 9 + (ac)‏ 
(ac)? = h?- 6h > ac = Vh — 6h‏ 


من تشابه المثلثين ملهج , ا٤4‏ 


x Vh* — 6h=3h‏ > = = س 
3h‏ 
X=‏ 
h?— 6h‏ 
3_ ا س کے 
A=-2x.h=xh >A rar‏ 
A= ( 3h‏ 
h*— 6h‏ 
RE ga 26 _‏ 
A" h”— 6h .6h¬ 3h Wr eT? 6‏ 
h”—¬ 6h‏ / 
VRE oh.êi= 3i E ORTE‏ 


2./ h”¬— 6h 
12h(h”6h) — 3h(2h-6) = 0 


12h3 — 72h? — 6h3 + 182 = 0 
6h3 — 54h2 = 0 2 6h2(h -9) =0 © either h = 0 Jags OR h =9 cm 


فر مساحة لهل شى 2 = = ای ا 
اضق لهذا المثلث "ع 271/3 = 9. em $ A۸A=3/3‏ 3۷3 = = س =× 


ج الطریق ای ا100 لے 


| 0 دور 1 abc‏ مثلث فیھ cھ‏ = اھ › عط ے cm › طc = 12 cm › ad‏ 20 = dھ‏ جد بعدي اکبر 


کبر مستطیل يمکن رسمه داخل هذا المثلث . 


27 دور 1 \ جد آكبر فستطيل يكن رسمه ساخل علخ عتساوي الساقين طول قاعدته 20 سه وارتفاغة 17 سم. 


الحل :- نفرض ان بعدي المستطيل لإ , ×2 
من تشابه المثلثين أعج , أطbج‏ 
]40x = 12)20 - ۷( [+ 4‏ ج = ت 
( -20) =× ج 10x = 3)20 - y(‏ 
مساحة المستطيل = الطول × العرض A=2x.y‏ 
( ¥7 - 2)20 = ل .(ر - 2)20 = 


A' = )20- 2y( =0 > 20-2 =0 


y=10cm >x= (20-10)> x=3cm 


12 بعدي المستطيل هما "٤10=ل, 2×x=6Cc™"‏ 


تلميح 1 || لو علم في المثلث طول كل من الساقين والقاعدة او طول كل من الساقين والارتفاع فيجب احتساب الارتفاع 
في الحالة الاولى واحتساب القاعدة في الحالة الثانية عن طريق فيثاغورس قبل البدء برسم المستطيل مع التأكيد على ان 
العمود النازل من رأس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها › حيث انه لايمكن ايجاد ابعاد اكبر مستطيل يرسم 
داخل مثلث الا اذا علم في المثلث طول قاعدته وارتفاعه . 

تلميح 2 || لو علم بعدي هذا المستطيل في السؤال وهما 10 , 6 وطلب ايجاد مساحة اصغر مثلث يحيط بهذا 
المستطيل بحيث ان رأسين من رؤوس المستطيل يقعان على قاعدة المثلث والرأسين الاخرين على ساقيه لفرضنا ان طول 
قاعدة المثلث »×2 والارتفاع | عندها سينتج من التشابه 1“ = گ حاول تكمل الحل للحصول على مثلث طول 


2x 
. قاعدته 12 سم وطول ارتفاعه 20 سم ... وقتا ممتعا اتمناه لكم‎ 


رم م ن 5 » ا . * 
| 8 دور 2 د مساحة اکبر مستطیل یمکن رسمه داخل مثلث متساوي الاضلاع ارتفاعه ( "> 3//ہ4) 
ج ت ا 


الحل :- نفرض ان طول كل من اضلاع المثلث 21 فيكون في المثلث اوج 
(2L) = 1L” +48 >4l” =1L”+48 3L” =48 $L” =16 $L=4 D2L =8‏ 
نفرض ان بعدي المستطيل لإ , ×2 


من تشابه المثلثين أعج , إQطbجa‏ 


4/3-¥ _ 2× 5 . 
E + ]8/3Xx = 8)43 - y( [8 


x= )4/3 -~y( >=×== )4۷3 -y( 8‏ 3 
 :‏ مساحة المستطيل = الطول × العرض A=2x.y‏ 
( ¥7 - ل 4۷3( ج = ل .(ر - 4۷3) ج = A‏ 

A' = ج‎ (4۷3 - 2¥) =0 > 43 - 2¥ =0 


y= 23cm >x= (43 -203)= X=2 Cl TTT TTT TT 


a> 2013‏ 2 ند بعدي اکبر مستطیل یمکن رسمه داخل مثلث طول قاعدته ۳ 24 وارتفاعه ٥۳‏ 18 بحیث 

أسين متجاورين من رؤوسه يقعان على القاعدة والرأسان الآخران يقعان على ساقيه 

| 2015 تمعيسي ‏ بالمستطيل = × ٠‏ نفرض عرض المستطيل = ل 

من تشابه المثلثين اعمج , abc‏ 

18—-y 

18 
3x =4)18-y( >× = 2)18 -( 

مساحة المستطيل = الطول × العرض .×= ۸ 

4 4 

=-)18-y(. y= 72)18 - ¥” ( 


A'= (18 - 2y) =0 > 18-2 =0 


XxX . 
= > ] 18x = 24)18 - y( [+ 6 


y=9cm > x=“ (18-9) > x= 12cm Xx 


أي ان للمنحني نهاية عظمى وبالتالي تكون لهذا الابعاد اكبر مساحة ممكنة لسطح المستطيل 0 > (2 -) = "۸ 


38 


E ETT |‏ ۱ ند معادلة المستقيم المار بالنقطة (6,8) والذي يصنع مع المحورين في الربع الاول اصغر مثلث 
انحل :-انفرض نقطة التقاظع مع محور السينات (0 ,> › 
نفرض نقطة التقاطع مع محور الصادات (لإ , 0) 


من تشابه المثلثين ههج , ab‏ 
y-8 6y‏ _ 6 


= ج‎ 6 =X) -8 > (= —— “4 0 
. y = x)y - 8) y-8 | (0, y( 
مساحه المثلث = نصف القاعدة × الإرتفاع ت‎ 0 
1 6y 3y 
=< )لر‎ ( Fer” 
Z2 ` ‘y-8 y-8 
, _ )y-8(.6y - 3y .1 _ ر6‎ - 48y-3¥ 
(y-8(۶ (y-۶ 
6y - 48y-3y2 


=0 ¬+ 3¥ - 48¥ =0 


(y-۶ 
3y)y-16(=0 ¬+ =0 يهمل‎ OR =6 


: : 6()16 
نقطتي التقاطع مع المحورين الاحداثيين (16, 0) , (0 ,12) جد 12= »× 0)2 - 


yay _ 16-0 5 4 


o E | 0-12 3‏ 
e 4‏ 
(0 - ×) 2-= (16 - ل) < معادلة المستقیم (× - ×)" =(ب۷ - ل) 
معادلة المستقيم 0 = 48- 3y-48=-4× ¬+ 4× + 3y‏ 


ا ل ا ا و 


| جد التكاملات التالية 
6 دور 1 6 


J (sinx - 3 secx ) dx =-cosX - 3 tanx + cC 
J cosé6x cos3x dx = f (1 - 2 sin”3x)cos3X dX 


= j cos3x dx - 2f sin”3x cos3Xx dx 


= 3 cos3X 3dX —2. ا‎ sin3xX . 3cos3X dX 
= sin3x - sin? 3x + c 
3 9 
0 0 0 


Vx+1 
=2] +1], =2 )2-1( = 2 


حل التكا 
} 6 دور 2 
ي 


j (secx - sinx)(secx + sinx ) dx = f (secXx - sinX ) dX 


= f [secx 5(1 - cos 2x) ]dx = J [secx > + “cos 2X) 1X 


1 1 
=tanXx-7 x + , sin2x +c 


| 7 دور 1 د d×‏ 15 - × ا 


f 2 ) - 15) d × = <] -15(2 [3‏ د = بل 15- 2ل × پل :ا0ء 


| 2- 15(3 [3 = 1 | 64- 15)3 - | a6- 15(3 ] 


( 343 - 1 4 


د 
3 
1 
3 


الطريق الى ال 100 = 
 # a 9 , roo‏ “ 
| 8 دور 1 ادا کان م = ME - x* (dx‏ جد فيمه ۴۸ €6 a‏ 
ا بس ad‏ ت 
2= |( 1 - م )] د 2 = مھ( - ر :ا 


4 ` 4 
e -4)- (f-07 3e - e-7 
(= 2 © 22ً -a“ =-8 $ a^ - 22-8 =0 


(a”-4)(a” + 2)=0 > a” -4=0 Da =4 a= 


+2 , a” +2#0 


a , ›وکان 3 = ط2 + ۾ جد قيمتي ۴ € ا‎ /”)2x + 3( dx = 2 ن ر‎ | 
sol: (2x + 3) dx=12 ك‎ [¥ + 3 [2 = 12 
(b7 + 3b ) - (a + 3a) = 12 ® b” + 3b - a” - 3a = 12 .....(1( 
a=3-2b .....(2) in 1 
þb + 3b - (3 - 2b)” - 3(3 - 2b) = 12 
b + 3b - (9 -12b + 4b) -9 + 6b -12 =0 
b” + 3b - 9 +12b -4b” -9+6b-12 =0 
-3b7 + 21b - 30 =0 [+ )-3( 2 bb - 7b + 10 =0 
(b-2)(b-5)=0 either b=2 $a=-1 ORb=5Da=-7 


x ۷×2 +9 J> جد‎ 


1 1 
sol e vx2 +9 dx = 2 + 9(2x dx = ES + 9)22x dx 


= [OÖÖ(2 + 9)7] =2 (+ 9) ¢ ت‎ 
= [(/(16 + 9) )-(/ (0 + 9)3 )] 32 [253 - 7 93| = >) 125 - 27( 5 


0 سور 2 
2002 دور 1 


Ca U U ر‎ 


E 4 +x mm 

1 2004 دور 1 اکان 2= جل سج ر جد فيه 46۴۸ 
^X dx=2% «2+ 92x dx = 2 $ = ^ ^2 + 9(2 2x dx = 2‏ 

Jax dx = 8 (2 2x dk =‏ پل x=‏ ا 


= |) (2(2 + ثرو‎ | =2 = ]/x2 + 9 [4 =2 


= )/16+ 9)-(Va2+ 9)=2 © /25 - a2 + 9 =2 


_الطریق ال ا100 لے 


4 ف کک‎ ~—سm‎ 
Vx دور 1 د فیمه >×5(4 + ×2) ت‎ 1 
sol: Jf x2 + 5x (2x + 5)dx = f(2 + 5%) (2x + 5)dx 


4-4 
)ا‎ + 5)2 | =| +5) | =4 G6) - / (03 = (216( = 144 


~m |‏ ا 1 
2001 دور Z‏ جد 9-12x+4x‏ وا 


ج * (2- 3را تروچ دا ییو ب :اه 
ê‏ 1 اا 5 
7 - 13 7 =2 27 ~3 م 
AT UH FT _, 1 1 1 11 4_ 2‏ 
gE‏ ا 
53 دور 2 : 9-12x+42‏ 0 


dx ا‎ E 
9-12x+4x 0 ب‎ 


=2 م‎ )3- 2%) 2)-2(dx = ^ ])3 - 2(1 


sol: 8 5 (3-2) dx 


IT HE TF FE. 1 1 1 1 2 1 
د و ا‎ 


4 + ۳ gaan 
fh V> )x + 6(4×< د فیمه‎ Z2 دور‎ 2002 1 
a 


4 3 43 1 25 2 3 
SOl: Jy x2 (x + 6)dx = | (x2 + 6 x2) dx = ت 6 + ع‎ | 


4 
= | کک = 32 + کک = (0) - ( ۷4۴ 4 + ۷4۴ ج = | ل ۾ + کل‎ 
جد × ”(3 + »)× ل‎ 
sol: f x (x + 3) dx =f (x7 + 3)? 2xdx = > (x7 + 3)' + c 


۳ ۷33 2×3 دۈر .2 جد ×ل‎ 2004 
1 
J Vx3G = 2x2)dx = f (3 - 2x2)3 x dx خاره‎ 5 


۳ 
š 
۴ 
؟‎ 
o 
5 
o 


1 کے‎ 4 +1 5 
=2 ٣ و‎ 2x2(3)-4( x» »ل‎ = < | )3 - 2x2) |_ = = 


که 1 2 :6 ا 1 لأحيايه 


a. 


الطريق الى ال 100 = 
NG‏ 1 5 
rer)‏ ا i‏ 
ت 


2 1 2 dd 2 ن‎ 
$0 ل‎ gd =| ê j O xj * 


= 2 ٣ )5- 2(2 )-2(d+ = د‎ ])5 - 2×) [٦ 


-1] 1” 1_1 =1 1(1 21 
=2 اا‎ =) $ 1 SC 
7 (2 +2 dx 1 دور‎ 29 
ی‎ 
1 x م ے‎ 2 E. 11 2 -2 
sol: f TRT dx = jy (x +1) “ xdx => fq (x +1) * 2xdx 
=~] +17 ^¢ 
2 
_-1[ 1 1] _-1,1 1_1 
ر =( - = ا‎ 
2 dx n) 
۶ (3x-42 . 2 دور‎ 6 
a 
:ا0ء‎ ٣ وی ت‎ = f = = 3x - 42 dx 
1 )3×-2 1 3-42 1 


=2 )3×- 4(2 )3(dx = = ])3× - 4(٦ 


۴4. £ کے ق‎ 
3 اا‎ = E 
3 an 
j x (x* +d 3 1 دور‎ 7 
3 3 ج‎ 
soا‎ :ٍ x )x7 + 4 dx = (x + 1)4 2xdx 
1 4 4 
E (x + 1)4 + c= + 1)7+Cc 
0 ET ټڪسیدېي‎ 8 
i 7 1 r کک‎ 3 27 
sol: 1 EE dx = h (x +1)3 dx =1) + 13| 


2 
[Vea 4-1; 


الطريق الى ال 100 | 
1 08 دور 1 | کانت 5 = J f(x)dx =3 J f(x)dx‏ وکانت [طا,ھ] € ع جد قيمة × (×) E f‏ 


sol: PPfOOdx = J fOOdx+ f fODAx > 5 = f fOOdx +3 > f f(x)dx = 2 


8 x a i gooo 
دت چ کے کد وا‎ Z2 دور‎ 09 1 


. r8 x _ f8 x ؟‎ 8 ¥ 
s۵ : ب‎ ET dx = f, E ET dx = f PNT TET dx 
_8 x _ f8 1 _ f8 2 
Tere Ih E— چچ و‎ E — ls F2 dx 
18 8 
=2 | + 1|, = 2 ] Vx + 1|, = 23-2) = 2 

لاحظ عزيزي الطالب ان القيمة المطلقة للمتغير × تم تعويضها بالصورة الموجبة لان جميع العناصر داخل فترة حدود 
التكامل موجبة ..... الان اريدك ان تجرب فيما لو كانت حدود التكامل [3,0-] ماذا سيكون الحل ؟ ولو كانت حدود التكامل 
[8, 3-] فماذا سيكون الحل برأيك ؟ فكر ولاتتسرع . 


f? xe 1"*dx = f x ”م‎ dx =7 x .x "dx = 0 dx = [x]3=5-2=3 


If) - g)x( + 4> |× ظ جد‎ f(x)dx =6, f g()dx = 2 دور 2 اکان‎ 0 
sol: Ff) = g() + 4x]dx= f fOOdx-— fF g0dx + fF? 4x dx 


= 6-2 + ]2x2[3 = 4 + )18-2( = 0 


(4x + 6)1 2x + 3 dx د‎ 2010 [ 
______ ټەسيطي‎ 


sol: f (4x + 6) 2x + 3 dx | 2)2x + 3) (2x + 3)2 dx 


= (2x + 3)72 2dx= (2 )(2x + 3)2 + C = /)2x + 3(5 + cC 


xX n, 
1 (3x2 +5) e دور± اڼبار‎ 204 1 
ل سد‎ 


e 1_6 1 ر‎ 
RTT dx 6 ES dx =” In(3x” + 5) + c 


لاحظ اننا لم نضع القيمة المطلقة بعد اجراء التكامل لان الناتج مجموع مربعين ويكون موجبا دائما 


sol : | 


jj (1 + e*)e*ax = [Ê(1 + e”) [j 


5 20 دور 2 


6 تەەيدي 


[(1 + e1)” - (1+ e°)] e 


1 
3 
=> [1 - e1) - (1+ 1(*| 
1 
3 


4 
a 4 1 دور‎ 1 
E < 0 e ج‎ 
09 = ا‎ e الحل :×= 6 کات‎ 
f(0) = 0 


lim f(x) =0 L, , lim f(X) =0 Lz TT 
x40” x+د07 مستمرة لی الفترة‎ 
فقط دون ذكر الدالة مستمرة ج 0 = (×)؟ "صا = (۴)0 “الغاية موجودة جد 0= را= ,ا“‎ ]-3,4[ 


x+د0 تو تفصيل الاستمرارية‎ 
4 5 4 zp 4 والافضل اثبات‎ 
J_şf(%)dx = J_4 f(x)dx + fy f(dx = J_,(-x)dx + fy xdx anl 


= ]- ×2 [٥و‎ + ]x× [4 = ])0( - )([ + ])8( - )0([ 


الطریق الں ا100 لے 


E x = [In|x + 4x + 1| ]1 = In6 -In1 = In6 
0 x3+ 4x+1 0 
In 2x, _ r1 _2x1ılnS  1,a2lnS a2ln3 
hina 8 Ax = [;e* J 23م ۔ 5 21م)۔‎ ( 


014 دور 2 : 
6 دور 2 [ 3(۶) - 5(۶)]> = [ ۶( ”'م) - ۶( *”'م)]- = 


= “25 -9 [= )()16( = 8 


4 تەميديي جد قيمة ۴ ع ج اذا علمت ان x‏ ×”cمء‏ م 2 = dx‏ )= + . 


RHS : 2Z J sec*x dx = 2 [tanx] =2 [(tan )- (tanO )] = 2(1 -0) =2 
1 
2 


٣ a 1 ت‎ 1 2 4 a 1 2 1 2 1 1 
LHS : 8 (x + >) dx [x a (za 1 2 a) ( 6 2) 1 دور‎ 5 
=a + a-1 


“I(x + >) dx = 2 f sec*x dx> [a2 + a-1=21.2 


a”+a-2=4 ¬a”+a-6=0 ¬ (a + 3)(a - 2) = 0 
a = - OR a =2 


> 100 الطريق الى ال‎ 
3 3x VY FSO e 
حك‎ — ٤ ادا كانت‎ 
f )x)dx جد‎ f(x») 2 pe 1 دور‎ 14 | 


f(0) = 0 -: الحل‎ 
lim f(x) =0 L, , lim f(x) =0 L) 
x40” x40 


الغاية موجودة ج 0= را= ,ا“ 
الدالة مستمرة عند ال (0) ج 0= (×)۴ صا1ا =(0)؟ “. 
x40‏ 
وكذلك الدالة مستمرة لكل 0 > × . 0<× لانھما کثیرتا حدود 


f(x)dx = 0 f(x) dx + J; fCOdx = J (2x)dx + J; (3x2)dx‏ و 


ga. 
| Ve**+ dx 3g 04 


ا ی 
C‏ 


: 
4 دور 3 0 = ×4 |6 - ×3|ر_| 


— > 
sol : 3x - 6 = E G <” 
f)2) = 0 
lim f(x) =0 L, , lim f(x) =0 L2 الغاية موجودة ¬ 0 =را= ا‎ 
x42 x42 
““ f)2( = الدالة مستمرة ج 0 = (×)۴ "۳اا‎ 


x42 


¬ |3× - 6|dx = 2 -3x + 6 (dx + 6 3x — 6(dx 
= ]- <× + 6× [2 + ]× ¬ 6× و[‎ 


= ])- 6+ 12( - )- 6 -12([ + ])24 - 24( - ) 6 - 12([ 


= (6+ 18( + )6( = 0 


کا الطريق الى ال 100 __ أ 
3x 1 . mw‏ 8 
5 حور2 ارو اببت‌ان: 2= × ل ٣‏ 


sol : و = کا‎ 5 12x3 dx = 7 ا‎ 2 a 
| - 0| 2-7 | 
= (2 8 - 03)-(2 I - 1(3) 


= )2 / )1(* (- )2 /)0(* (=2 


N, 
کا‎ E. >× دور 2 جد التكامل التالي‎ 5 
aan 


I ت‎ 2Z 
و‎ 4x = ب‎ 1 dx =3 (x — 2)3 dx 
3 (x-23 


2 3 (5) (e-2 + = |) FE 


2x (3+ x 2/5 / 3+ 2 2 دور‎ 6 


id 2 1 1 
(3 + ×2) 2 ; x2 dx = (2(3 + x2)2 +€ 


- 
| ج = 


= 2/2 / 3+ x +€ 


جد کلا من 


a |‏ 
کے = ف کے ر 


— 2 1 ت س‎ 
(2x-63 23)33 XxX ل‎ (32 dx -( (xX 3) dx 


1 نے 2 ت ت‎ 
f 1) (x%—-3) °“ + C 8(3 + cC 
2) f2 cotx dx = 2 dx = [In |sinx| ]2 = In sin ا‎ — In |sin & 
6 E E چ‎ 2 6 
=In1-ln = -In = In2 
2 2 
ن‎ e 
f tanx dx = § 3= dx = - § == dx = - Inlcosx| + c تەەيي‎ 6 


- ga 
J cos2x sin*x dx أذ‎ 


7 دور 1 ١‏ ر 
cos2Xx.7 ( 1 - cos2X) dx mE‏ إ = |cos2x . sin x dx‏ 


= ( -cos2x < cos 2x ) dX = 1 -cos2x -( ٌ 1 )( 1 + cos4x)] dx 


1 1 1 FE 1 ER 
1 ;COS2X س‎ COS4X] dx SİN2xX ET Ssİn4X + Cc 


J (1 + cos3x (dx د‎ maT 
دور‎ 
| (1 + cos3x)? dx = Î (1 + 2cos3x + cos 3X) dX 


2013 او ا 


| [1 + 2C03X + 21 + cos6xX) ] dX = [( 1 + 2053 + د‎ + > cos6x) ] dX 


3 1 3 2 E 
= |) + 2COS3X += COS6X) ] dX ==-xXx+= sin3X + —sin6Xx + C 
2 2 2 3 12 


4 1 يوا و الطريق الى ال 100 — 


j (cosx - sin2x )” dx جد‎ n ETT 
sol : f (cosx - sin2x )” dx = j (cosX - 2sin2x cosx + sin”2x ) dX س‎ 


= f [3(1 + cos2x) -2 . 2sinx cosx cosx +3 (1 - cos4x) ] dX 
2 2 


1. 1 1 
= (5 + > coOsS2X — 4 cosxX sinx + >-> COS4X ) dx 
1 : 1 
= Î (1+ > cos2x - 4 cosX sinx -7 cos4X ) dx 


1 ج‎ an E. 
= x+ > sÎn2X + > cos X -> sİn4x + c 
j (sinx + cos*X ) dx د‎ tr y1 9 
ر‎ | 
sol: J (sinx + cos“x ) dx = f [1 - coS2X) + ( cosX)” ] dX س‎ 


= [5(1 - COS2X) + (1 + cos2x))” ] dX 

= f [5(1 -cos2x) + (1 + 2cos2x + cos72x) ] dX 

TT ( ۴ -cos2x) 4 4 *cos2x 4 “cos72x) ] dx 
1 


= ەو چ3‎ = 31 3 
= J [=+ ”cos2x ] dx J [=+ 7. 7(1 + cos4x) ] dX 


1 1 7 1 7 1 
= ¡/ ]=+-+- c04) [ dx = j [-+-cos4X ] dx = -Xx+— sSin4x +c 
4 8&8 8 8 8 8 32 


3 کے 
س اا 


4.: 
حل 
0 دور 1 جد × × sin“‏ 


| sin dx = j [ sinx] dx = j [< ( 1 - cO0S2X) ]”dX 
- | (1 -cos2X) dx = ] (1 - 2cos2X + cos 2X) dX 
=f ]1 -2c0s2x +) 1 + cos4x([ dx = أ‎ ]1 - 2c0s2x + + _ cos4x[ dx 
4 2 4 Z2 Z2 


2c0s2X + ˆ c054X[ qx = [3 x - sin2x + sin4x] + c‏ - =[ ا 
8 °2 4 2 2 4 


- _2 2 a an 
j sin“x cos“x dx 1 دور‎ 1 | 


| sinx . cosx dx = Î (sinx . cosx)? dx = Î ( > sin2x) dx 


E = E E 
= 3 sin 2X dx =) 1 - cOS4X) dX x 2 SsiNn4X) + c 


J (sin x +1) dx د‎ 


f (sinx +1) dx = [> (1-cos2x)+ 1] dx => (x -> sin2x) + x + 


لاحظ ان العدد < لم نقم باخراجه خارج التكامل عن التحويل بسبب وجود ملحق مع sinx‏ وهو العدد (1) 


J tan3x sec”3x dX د‎ 
Jj tan3x sec3x dx = j sec“3x sec3x tan3x dx xani 


1 1 3 1 
=> f sec"3x 3 sec3x tan3x dx =2 .= sec 3X +c =— sec 3X + C 


J tan2x sec*2x dx د‎ 
J tan2x sec*2x dx = f sec”2x sec2x tan2x dx 


1 ا‎ 1 
=> j sec”2x 2 sec2x tan2x dx = 2 sec32x + Cc = 2 SseCc32x + c 


8 فارج لټر 


j cotx cscX dx 


Z2 دور‎ 2012 
J cotx csc3 x dx = j cscx (cscxcotx)dx = - | cscX (- cscxcolix) 


1 
= -- CSC X + 


3 ١ 
j cos Xx d× هخارج القلر د‎ 8 


[| cos3 x dx = | cosx . cos x dx = j cosx (1 - sin x) dx 


= | (cosx - sin? x cosxX )dX = sinx - sin x + c 
3 


Î cos*2x sinx dx د‎ EEO 
sol : j cos”2x sinx dx = f (cos2x)’ sinx dX ا‎ 


= f(2cosx -1)” sinx dx = Î (4cos“x - 4cosX + 1) sinX dX 
= 4f cos“x sinx dx - 4 fcos*x sinx dx + f sinx dx 
= -4f cos“x(-) sinx dx + 4 fcos*x(-) sinx dx + f sinx dx 


—4 4 
= —cos°Xx 2 COSX — COSX + C 


عزيزي الطالب ماذا لو كان السوؤال السابق بالصور × ×۸4 si‏ ×2ئ٥c‏ ل › cos” 2x coئs× dx‏ ا 


الطريق الى ال 100 __ أ 
| 0 دور 1 جد J2(sinx + cosx )* dx‏ 


4 TT 
sol: J2(sinx + cosx )* dx = f2(sin*x + 2 sinx cosx + cos*x) dx 


= e + sin2x ) dx = |× بے‎ ْ cos2x | = &- ْ cosr) سي ج‎ cos0) 


1 cos3x dx جد‎ 


0 تټڪهیسدي 


1-sinx 
a = e ااا‎ ih خارچ القطر‎ 2014 
1-sinx 1-sinx e 
سا ب‎ sinx) dx = اا الست ا‎ dx 
1—sinx 1—sinx 
1 1 
= (1 + sinx) cosx dx = 5 (1 + sinx)” + c 


ملاحظة || يمكن حل السؤال السابق بطريقة (ضرب البسط والمقام بمرافق المقام ×" آء + 1 فيصبح المقام 
SiNX = cosX laie‏ - 1 ليتم اختصاره مع البسط للوصول الى نفس النتيجة › اما الخطوة قبل الاخيرة 
فيمكن اجراء التكامل بطرق اخرى (حاول ذلك) 


JE e“** sinx d× خارجالقلر ب‎ 1 


TT 


TT TT 
JZ e“** sinxdx = - |Z e“*5* (—sinx)dx = [e] 


(-e°°52( - (0-050 ) = - e" + e1 = -1 + e‏ ت 
8 خارد )لار ذد J1 —-sSin2x dx‏ 
زډڃ 
j ¥T= sim2x dx = | (sinx-— 2sinx cosx + cos*x) dX alii‏ 
mm‏ 
(sinx - cosX) dX = # ( - cosX - sinxX ) + c‏ ا + = (sinx— COSX)ُ dx‏ ا = 


عزيزي الطالب : ماذا لو كان السوال السابق × sin4×‏ - ۷/1[ او sin6x dX‏ 9- ¥9 !$¢ 


الطیقالں اد100 لے 


dx = [In(2 + tanx) ]“ __ ورا‎ 20111 
4 


secx 
(Z2+tanx) 


Fa, 
SE 


= [In(Z + tan 2) -In(2 + tan(— ر(‎ 1 
= [In(2 + tan) -In(2 - tan) ] = In(2+1) - In(2-1) 
= In3 —-In1 = In3 


TT TT 1 E eee 
J3 secx sinx dx = Jğtanx dx = س‎ dx تخەيدي‎ 2 | 


TT 


= |— In|cosx| ٤ = -] (In|cos>| )- (In|jcosO| ) ] 


=-[(Inl}| )-(Inl1| )]=- (In -0) = - In} 


1 


sinZx 


csc Xx. COSX dX = [( .cosX) dX= 1 cos 


sinZx 


COSX 1 
= || = .— (dx = [cotx . cscxX dX = - csCX + C 
sIhnX SINX 


vv -_ 
" tanx 3 دور‎ 20 53 


0 cos*x 2 دور‎ 2014 
1 


TT 
(tanî . tano) gr 


Ir Tr 1 
— tanx ک‎ 1 7 
sol: jf dx = [f tanx sec“x dx = > [tanx]; 


| 


COS4X 5 a Ra 4 4 


COSZX—sinN2X COSZX—sINn 2X 


OE دور 1 ن‎ 5 
| اد‎ Tr aaa 


COSZX—sIN2x 


= | (cosZx + sÎn2X) dx 


1 1 
= , SIN2x 0 COS2A2X + C 


= 100 الطريق الى ال‎ 
: 2 aD 
Jj sin6x cos“3x dx 3 دور‎ 4 1 


sol : j sin6x cos*3x dx = f 2 sin3x cos3x cos”3X dX 
= 2 f cos3x sin3x dX = 23 J cos*3x (-3)sin3x dX 


7 —-1 
ا‎ cos^3x + c ا‎ cos" 3x + c 


14 
» COSX 
d 


٤ e × تټەهیدي لد‎ 20 5 
_ 


— sinx 
2۷ 


r و‎ 8 
dx = j lm? cosxdx = [2(sinx)2 1 = [2V sinx ٣ 
بث‎ .__ TT I lL LS 
= (2 sin ® )- (2 sin (= )2/1(-)2 2 ( =2 - =2 3 


COSX n 
J 37e أ 5 فازحین =1 ر‎ 


-1 2 
: a. 35 و‎ 
J 3 dx = [(sinx) 3 cosx dx = >(sinx)3 +c =3 Vsin®x + c 


2 tan8x 1 nO. 
J sec“8xe dx خارج 1± د‎ 5 | 
ج ی‎ 


1 1 
Î sec*8x et™** dx = > f 8sec*8x e™®* dx = > gtnê* + c 


i 3 2‏ ا 
ج (1 + × + 2 ڈ۔ = بن العا ۔ = رو کک = ر کے بر (1 


x¬—1 x-1 e 
1 1 5 
= -[5x* + x + x] =-[(9 + >+ 3) -) + 2+ 2([ 


9: 8 9 8 —-48¬—-27 +6 —59 
=-]12 ± 2-244 [= -8 2 + £ 27116 کے‎ 
A Ak 2 3 6 6 


2) ] (sin2x + cos2x)” dx = Î (sin 2x + 2sin2x . cos2X + cos” 2X) dX 


= | (1 + sin4x) dx = x -= cos4x + Cc 


ا“ 


کے لهي 1 ل حیابه الطريق الى ال 100 — 
جد التكاملات التالية 
6 20 دور اول 


a) j sin6x cos3x dx = | 2sin3x cos3x cos 3X d^ 


= 2 cos? 3x sin3x dx 


= (2) 2 ) cos? 3x (-3sin3x) dX 


1- 1 2- 
)cos" 3x + c= (— )cos" 3X +c‏ >( )=( = 
تاكيد || يمكن حل السؤال باكثر من طريقة فالطريقة اعلاه تم توحيد الزوايا بدلالة ×3 وهناك طريقة اخرى 
باستخدام القانون (×6٤٥ع‏ + 1) ّ = ٥٥573۸‏ کما سيرد ذکرها ادناه 
sin6x cos3x dx = j sin6x[ (1 + cos6x)]dx‏ إ 


= Jj sin6x dx + ٌ Jj sin6x cos6x dx 
= — f sin6x. 6dx + — f sin6x (6cos6x) dx 
= - COS6X + sin”6x +c 


تأکید ١١‏ یمکن حل ×ل c٥86×‏ ×6 زی /- بطريقتين اضافيتين الاولى نجعل القوس الاصلي هو 
٥6×‏ ویکون الجواب ٥086×‏ والاخرى تحويل ٣6× 06× = > sin12x‏ آء تم اجراء التكامل 


cot 2x 


cot 2x 


dx = | 
-1 -1 2 2 
= “| (cot2x)2 (-2)csc*2x dx = 3 CO22X + cC 


-1 
ab Vcot32x + cC 


1 
b ) dx = إ‎ (cot2x)2 csc*2x dx 


1-c0s22x sin2x 


الطریق الی ا100 لے 


ا كان للمنحني 1 + ”(3 - ×) = (»)۴ يمتلك نقطة انقلاب (ط , ه) جد القيمة العددية للمقدار 


: رسافة‎ 4 2015 | 
fq f (x) dx = fj f(x) dx ي‎ 


الحل :- نقطة الانقلاب ناتجة من مساواة المشتقة الثانية بالصفر 
f ')>) = 3)X - 3) ۴" )X( = 6)X -3( ¬ 6)X-3( =0 +X =3‏ 
نقطة انقلاب (1 , 3) ج 1=1+ (3-3) = (3)؟ 
(3,1)=(a,b) > a=3 ,b =1‏ 
f(x) dx - J f"(x) dx = J 3(x — 3)dx - fF 6(« — 3) dx‏ 
(3 - »)3] - و[ 3(۶ - ])x‏ = 
[(3- 3)0 - (3 - 3)3 ] - [°(3- 0) - ”(1-3)] = 


=[]-8+27]-]0-27[=19+ 27 =6 


ف ۴٣‏ 5 6 
س ×) داله مستمر هة الفترة 6 , 2- فاد ا کان 6 = f(x d×‏ 
| 6ور 1( e ey‏ (٭)؟ ,ل 


. |, ر جد چل(»)£‎ ]۴)×( + 3[d× = 32 وکان‎ 
sol : Jf) + 3]dx = 32> [f()]dx + f°[ 3]dx = 32 
>I [f(x]dx + [3x], = 32 > [f(]dx + (18) - (- 6) = 32 
>I [f(x)]dx + 24 = 32 > IS[fO]dx =8 , “f? f(dx = 6 


JS fOOdx = J fOOdx + J fOOdx= 8 = f fOdx + 6 >J f(x)dx = 2 


الطریق الی ال 100 | 
| 6 تسم کن )K‏ + ×2 +× = (×)۴ حیث 8 € ) » دالة نهايتها الصغرى (5-) جد ×ل(»)؟ ٠,‏ . 


الحل :- بما ان الدالة تمتلك نهاية صغرى فان 0 = (»)' ؟ 


f (X)=2xX+2 +2 =-2 +> X= -1‏ 
الدالة تمتلك نهاية صغرى محلية جد 0 <2 =(»)"؟ ٠“‏ 
(×)۴ عنقطة النهاية الصغرى المحلية (5- ,1-) ٠.‏ 
-5=1-2+k + k=-4 ¬ f(X) = X7 + 2X -4‏ 
2 2 9ے کے 
ب[ dx = ] >×” + ×“ - 4x‏ (4 - ×2 + “)ےل = ×d(×)؟,_J‏ 
( (1-)4 - ”(1-) + 1(3-)5)-( (4)2 - ”(2) + (2)) = 
6-=4+1-5=3-9-°=)1+4 +3 -(-)4-8 +£( = 
3 3 3 3 
يمكن ملاحظة العلاقة بين سوال الكتاب ادناه مع السؤال اعلاه 
لتکن ) + ×2 + 7× = (×)؟ حیث ۴8 ع ) › دالة نهايتها الصغرى (5-) جد ×(»)۴ إل . 
SC ACES aaa‏ 4 
6 دور 2 خاره اذا کانت i= Vee‏ جد f)x(d×‏ 
الحل :- 6 = (2()3) = f)3(‏ 
lim f(x) = (2)(3)=6 Lı , lim f(x) =6 Lz‏ 
x43" x+3‏ 


الغاية موجودة جد 6= ر]= ,]1 
الدالة مستمرة عند الد (3)+¬ 6 = (×)۴ mاا f)3(=‏ ““ 
Xx¬+3‏ 


وكذلك الدالة مستمرة لكل 3 > × , 3<× لاتهما كثيرتا حدود 


J f()dx = J fOOdx + J f()dx = J 6dx + ٤ Z2xdx 


= [6x ]î + [x |] = [(18) - (6)[ + [(16( - (9([ 


=12+71 =9 


U 
غ۹ الايا که‎ 
اک‎ ٠ << “ 


الطریق الں ا100 لے 


f)»( = ×7 , جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 12 - “× = (×)ى‎ 
sol : h(x) = x“ -12 - x>“ - x” -12 = 0 ¬ (X7 -4)(X + 3) = 0 
يهمل‎ 


+ 


RISA KS E2 
خارچ‎ 8 


5 دور 2 خارچ 5 2 5 4 2 5 2 
5 دور 3 | Xx 12 )dx‏ )ر |= A=| f f(x)dx | > A‏ 
2 
6 دور2 خارچ | 12x‏ سے کو x‏ |= 
بب 3 5 
RR. 32 8|‏ 6 .5 8 0 
| 2-24 + 2-2-24 | = |( 24 ++( 5-24 )| = 
س »« 608 608-— 80-720- 19Z‏ 16 64 
س او ا ی ر | ت ر سے 
و ےا ےد ی )ھی و ےا 


]1,3[ د المساحة المحددة بمنحني الدالة 4×7 - “× = (»)۴ ومحور السينات بالفترة‎ 1998 | 
sol : if J=0 >x“ -4x= 0 > X(x -4) = 0 دور‎ 
+X =0 >X= 0 € [1,3] OR xX” =4 ¬x =2 € ]1,3[ , × = -2 € ]1,3[ 
A=| f fOOdAx | +* | fy fAx | 
A =| J (x* — 4x )dx | * | fj (x* — 4x*)dx | 
A=|A,| +*|A» | 


2 1 4 2 
A = J (x* — 4x*)dx = لف دا‎ 


5 
32 32 1 4 3Z 3Z 1 31 28__93-140 _ -7 
gg) gg 3 وو‎ 3 5 
3 
A2 = f, (x* ¬ 4x*)dx = = |x - اا‎ 
2 8ے 8 ےر کے 22ے 108 22 ی‎ 
5 3 5 3 5 3 5 3 5 3 15 15 


: 300 _ 253 47 253 47 
وحده مساحه کک ا کا N= |B | FAs | 3 a‏ 


الطریق الں ا100 لے 


ند المساحة المحددة بمنحني الدالتين ×۷ = (×)ن , ×= (»)۴ بالفترة [1 , 1-] 
بتربيع الطرفين [ sol : h()=X- Vx د>(x%-لX=0 > [Vx = X‏ 


9 ور 1 
75 ټههیدي 


X=X> X-X =0 >X(1-X7)=0 > xX=0 OR X= +1€ [-1,1[ لاتجزأً‎ 
A=| J hOOaAx | + | Jj h(x)dx | 
د‎ 5 - x )dx ل‎ (a - x )dx 
> |, * ê $, 


=| )0-0(-)2-2( |+|) -2(-) 0-0 (| 


س | ا الأحيايه 


م 


الطريق الى ال 100 e‏ 
O. 7 e.‏ ص 
1 1 دور 1 د المساحة المحددة بمنحني الدالتين × = (×)ل , ×= (»)؟ 
س 


sol : h)X) = x -X > /x-X×X=0 ¬ ] × = × [ بتربيع الطرفين‎ 


X=X> X-X =0 >X(1-X)=0 > x=0 OR x=1 
1 
A=| Jj hO)dx| =| (Vx = x)dx| =| fj (x7 — x) dx | 
23 ھ1‎ 2 1211 
آلف لن اق سے ا‎ 


Z2 1 4-3 1 + -‏ 
وح ماع ج | | 2 | إن - 0 ) -[ > | 2 


]-2 , 2[ د المساحة المحددة بمنحني الدالتين × = (×)ن , 2×-2 = (»)۴ بالفترة‎ ”7”7۳#7 n 
hm. | 
NG ES ED CT: , X+X- 2 =0 ب ؤر‎ 
(x+ 2)(x-1) =0 ® either x= -2 € ]-2 , 2] ¥تجزا‎ „, or Xx =1 € ]-2 , 2[ 
A=| f hOOdx | + | JF hOdx | 


=| J (x2 + x-2)dx| +| (x2 + x— 2)dx| 
= | |x + ×2 - 2x |+| |x + x2 - 2| | 

3 2 2 3 2 1 
- 1 ê ety EÊ IT ae 
SIG F5-2)- (FF 2-4) |+ |G FF 22 CED 


=|ı& +12 +8 8 __ ت ا ر‎ 
=|G +5-2 +*2- 6) |+| ÇG 2- 32+2) | =... == unit 


الطریق الں ا100 لے 


ند المساحة المحددة بالمنحني ×9 - × = (»)۴ ومحور السينات بالفترة [3 , 3-] 
sol: if J=0 >xX° -9XxX=0 > X(X7-9) = 0‏ 


2001 دور 1 


5 دسۈر .2 
لا يجزاً [3 , 3-] € 3 ±= ×+ 9= x =0 € ]-3 , 3] Îزجي OR XxX‏ 
3 3 و گم 7ے 3 r0‏ ,_ 
A=|JqfOOAxX| +1 fOAX| =| Jx — 9x)dx| + | f(x — 9x)dx |‏ 
92 _ 14 32 و1 ت 
ا 2 |1 * 1| 2 |x‏ = 
81 _ 81 . 81 81 81 81 81 81 81 
وا ییا م و | | | |( 0 )| ر | 0 


sol : if J=0 >xX-4Xx=0 ¬» X(X7 -4) =0 
x = 0 € ]-2 , 2] يجزأ‎ OR XX =4 ¬ × = ±2 € ]-2 , 2[ لا يجزا‎ 


A=| Jy f(dx | + | J fOOdx | =| ر‎ — 4x)dx| *| e — 4x)dx | 


| [* -2**]_, 1*1 [f*2], 


وحدة مساحة 8= 4+ 4= |4- | + |0(|=|4)-(4-8)|+ |(4-8)-(0)|= 


]1,3[ د المساحة المحددة بمنحني الدالتين ×2 = (×)ن , ×= (»)]۴ بالتفرة‎ r | 
I1 OO 
sol : h(x) = g(x) - f(x) = xX” - 2x لے‎ 
ک5 0 =2 تک‎ x 0 0 
either x= 0 # [1,3] , or x =2 € [1,3] 
A =| J hOOdx| * | Jy hOOdx |= | Jj (x — 2x)dx | + | fy (x — 2x)dx | 


E. 2 1۶ 13 271‏ ت 
ا | × -— |x‏ |+| | ¥ — ×| = 
2 3 1 3 


=|( 5-4)-( -1)| + | (9-9)- (5-4 )| =... = 2 uni 


الطريق الى ال 100 = 
ج ن از سناحة اامخددة تمتحة . الداكيء e‏ 2 س 
| 2 دوو 2 ند | حه |۱ دة بمنحني ١‏ التين 4— f(x) = 3X , Q(X) =X‏ 


sol : h(x) = g(x) - f(x) = x“ - 4 - 3X = x - 3X7 -4 


if h(X) =0 >x“-3X”-4=0 > (x -4)(x + 1) =0 
يهمل‎ 


+X =4 >X= 2 OR X= -2 


A=| fy fAx| =| J (x* — 3x - 4)dx| 


1 32 -32 
= |× -x -4x|_ | =| 2-8-8 (- + 8+ 8( | 

32 32 64 64-160, _, -96 _ 6 
e r KT ج = | 2ھ ےت‎ =| =| == un 


د المساحة المحددة بمنحني الدالة ×3 + 4×7 + × = (»)۴ ومحور السينات 


205 دور 1 


sol : if J=0 ¬>X + 4X + 3X =0 
> X(X7 + 4X + 3) =0 ¬ x(x + 3)(x + 1) = 0 

Xx =0 OR = -3 OR Xx = -1 
A= fOdAx| +1 f fODQx | 


A =| J(3 + 4x + 3x)dx| * | (x3 + 4x + 3x )dx| 


- 2 ا32‎ x 4 ا32‎ 
| |× Pax Fx لپ‎ | ax OK 1K 1 


O 3‏ 27 , 108 81, ,4.3 1 
اجا ي ١‏ اسو جریا چ ای اک ی ا 


1 #. 3 B1 ._ 108 27 iE 8 
s24 3 2# 4 32 


5- 104 3+16-18- 24 104 80- 
ااا د چ ا + 


4 3 12Z 


الطریق الں ا100 لے 


ند المساحة المحددة بمنحني الدالة ×2 + 3×7 - × = (»)۴ ومحور السينات 
6 ټههیدي 
sol : if J=0 ¬+X - 3X7 + 2X =0‏ 


RARE 
> X)X - 3X + 2( =0 ¬ X)X - 2))» -1( = 0 
Xx =0 OR XxX =2 OR x =1 
1 2 
A=) fq fODdx | + | JÊ fCR)dx | 


A =| (x3 - 3x + 2x)dx| *| J (x3 — 3x + 2x )dx| 
- |14 _ „3 21 14 _ „3 21 
= |× x* +x |+| |x x + x | 


=| -1+1)-)0)|+|(4-8+ 4)-(-1+1 (| 


]-2,2[ د المساحة المحددة بالمنحي 4 + 3×7 = (»)۴ ومحور السينات بالفترة‎ "™mrnh 
S0|: ۷/۶0 حيث‎ ۹X2 +4 < 0 ټعسیدېي دانما‎ 05 
32010 


A=| f yfOOdx| =| fJ (3x + 4)dx | 


= |[ x3 + 4x],| =| (8+8 )-(-8-8( | = | 16 + 16 | = 32 وحدة مساحة‎ 


PETS |‏ د المساحة المحددة بين منحني القطع المكافئ × = ل والمستقيم الذي معادلته 3 + ×۷/=2 
نے 3 - sol : h(x) = g(x) - f(x) = X - 2x‏ 
X-2X-3=0 > (X-3)( +1) 30 XxX =3 x= -1‏ 


A=| a2 - 2x-3)dx| =... 


- الطريق الى ال 100 e‏ 
5 بي دج المساحة المحصورة بين المنحنيين ×=ل , ×5ل 


sol : h(x) =X -X ¬>X -X =0 > X(X-1) = 0 > X(X -1)(X + 1) = 0 


X=0 OR X<=1 OR xX = -1 
0 1 
A=| f_ h(dx| + | fy h()dx | 


= MS — ¥ )dx + م‎ - x )dx 


y=x-8 : ۷ = 2x پد المساحة المحددة بالمنحنيين‎ 2012 ˆ 
sol : h(x) = X*- 27-8 > x“- 2x7 -8=0 2 (X2 - 4)(X2 + 2) = 0 ۹ 


xm êx 3F 2 


A=\ f yhDdx| =| f (x* — 2x - 8)dx| 
= |× ×3 - 8×| | =...... 
]-1 , 3[ د المساحة المحددة بالمنحني (1 - ») = (»×)۴ ومحور السينات في الفترة‎ 017 | 
3 
sol: (x-1) =0 > x-1=0 > x =1 € [1 , 3[ کے‎ 
A=| f fCOdx |+| J fCDdx | = | J (x = 1)3 dx | + | J; (x — 13dx | 


1 1 
= (2-5 1 E 7 1]3=... =8 unit 
= = 23 دد المساحة المحددة بالمنحنى 2× = السبنات والمستقمين‎ ”m"'"' ۳™mگ™RNRNRR‎ 
×x=1, × = 3 دور 3 - حا دة بالمنحني “× = (»×)۴ ومحور السينات والمستقيمين‎ 83 1 
sol : if J=0 >xX=0 > X= 0 # [1 , 3[ ZZ 
A= fOdx| =| ff(x2)dx | 


ET 


= 1#] 1=1(9)- == 


که ا لاحیایه الطريق الى ال 100 2 5 


اح ر اة المنذْطقَة المحددة نحنے. X2‏ = السينات الفترة ت 
rT‏ ند لمنطقة دة بالمنحني 4 - “× = (»)۴ ومحور السينات وعلى الفترة [2,3-] 
ا 4= Sol If y =0 +جX2-4 =0 ¬ X2‏ 

+× =2 € ]-2,3[ ,لاتجزأ‎ × =2 € ]2 , 3[ 
A=| fy f(dx| * | f; fCOQx | 


2 3 

=| Jx - dx | + | رگ‎ x - 4 dx | 
ES. mw ا‎ e آا‎ 

= | |× 4x | 1*1 |x 4x | | 


=|) 5-8(-)-+8(|+|)9-12(-) 5-8 (| 


16 16 

| گذ + و | + | کد | = 
32 
3 


وحدة مساحة 13 - = + 


جد المساحة المحددة بالمنحنيين × 0S‏ . × "أك =۷ , × ١‏ أك = ل بالفترة [ 0,27] 
sol : h(X) = sinxcosX - sinx = siNnX(COSX - 1)‏ 


1 دور‎ 4 
ټھصيدي‎ 939 
Llsinx = 0 > x =0E€E [0,2 r] ORX = r€ [0,27] ORX =2 r€ [0 , 2r] 1 دور‎ 2014 


5 فخارچ د1 
gCOSX -1 =0 ¬COSX =1 > Xx =0‏ 


A=| ff hOOdx | + | J h(x | سس‎ 


=| fy sinx(cosx —-1)dx| * | e sinx (cosx — 1)dx | 


>sinX(cosX - 1) = 0 


=| J (cosx — 1)(-sinx)dx | +*| — f2” (cosx — 1)(—-sinx)dx | 


ا ا (cosx‏ " ا * | ])1 — (cosx‏ ج 
[(cosrrt — 1) - (cosO — 1) ]| + | [(cos2rt — 1) - (cosrt ~1) ]|‏ 2 
|[ 1(2 - 1-) - 1 - 1)] |2 + |[ 1 -1)- )1 -1- ]|= 


وحدة مساحة 4 =2 +2= |4| +|4 = 


الطریق الں ا100 لے 


1 دور 2 د المساحة المحددة بمنحني الدالة ×7" 251 - 1 = (»×)۴ ومحور السينات بالفترة [ -, 0[ 
ر 
If J=0 >J =1 -2sin”Xx =0 ¬>cos 2X = 0 NISAR:‏ 


sol : 
2x=2+nr ,n=0,1,2 


[يجزأ التكامل < , 0] ع“ = × = ×2 د 0 = ۸ 
[لایجزأ التکامل“ , 0] چ = × کے = 2+ 1 = م 
لايجزأ التكامل [ , 0] چگ = × جک = ×2 د 2 = " 


A=| fff dx | + | JZ f(x) dx | =| Jf(cos 2x )dx | + | (cos 2x )dx | 
4 4 


= | ا‎ sin Zx ١ |+| ا‎ sin Zx ٤ 
(sin ®) - (sinO) | + >| (sinr) - (sin) | = | (1) - (0) | + > | (0) - (1) | 


|= 
8 
وحدة مساحة 1= += | 1- |2 +11 |= 
(((ملاحظة ممكن ان يكون السؤال السابق بالصيغ التالية))) 


{0 y =1 - 2sin”X , @ Jy = cosX - sinX , @ J = cos“X - sinX } = cos2X 


{@0y=2sin”x-1, @ yJ =1 -2cosX, @ y = sinx - cosX } = - COS2X 
ET 2 r CS 

| 3 دور 2 ند المساحة المحددة بمنحني الدالة ×2 ك٥‏ = (»)۴ ومحور السينات بالفترة [ _, 0[ 
س 


ı۹ EEN, 


6 دور 2 


المساحة المحددة بمنحني الدالة 1- ×05ء2 = (»)۴ ومحور السينات بالفترة [ “, 0] 
6 دور 1 ± 


ند المساحة المحددة بالمنحنيين COSX , G(X) = sinx‏ = (×)۴ ومحور السينات 
بالفترة [ 2, 0] 


الطریق الى ال 100 | 
ww o _‏ م i‏ 1 ا e‏ کی 
| 4 دور 2 ند المساحه المحددة بمنحني الدالتين × +COSX , 1 = - 60S‏ 1 = ل بالفتره ]2 ,0[ 


sol : N(X) = 1 + COSX + COSX = 1 + 2COSX 


1 4 ê : 
1 + 2cosX =0 »cOsX =-7 >» زاوية الاسناد تساوي‎ 


27 "1 or x= € [0.2 
ا‎ £ [0, >] or x > # 0, 7] 


A =| fJZ2h(x)dx| =| 2(1 + 2 cosx)dx | 
5 آ7‎ 1 n) it 
= |[x+2sinx]o | =|(0)- (+ Z2sin >)| = z+ 2 unit 
“ 1 بالفترة‎ = si = si ا د المساحة المحددة بالمنحنيي‎ 
]0,7 [ اء = (»)؟ بالفترة‎ ٣"2× , دور 2 ند المساحه المحددة بالمنحنيين ×"أء = (×)و‎ 5 
sol : h(X) = sin2x - sinx = 2Zsinx CosX - sinX = sINnX(2cOsX - 1) 1 006 


sinx(2ZcosX - 1) = 0 


lalsinx =0 > x=0 € [0, =] İjجı‎ OR x=r€ [0,2] 
او‎ 2c05×X -1 =0 + 2c05X = 1 زاوية الاسناد = 0 جد = 05۸د‎ 
× = (الربع الاول ) [ “ , 0] ع“‎ OR Xx = (الربع الرابع)[ “ , 0] چ“ = ۳۔2‎ 
A=| ?hOOdx| + | JF hOOdx | 
3 
=| J3 sinx(2cosx —~-1)dx| * | sn — 1)dx | 
3 


| - > 3(2cosx — 1)(—-2sinx)dx | * | — 3 J$ (2c05* — 1)(—Zsinx)dx | 


(IZ (2cosx — 1( + (2cosx — 1)%] 


TI 


I[(2cos& - 1) - (2cos0 — 1)]| + [(2cos= - 1) - (2cos= -1 ا‎ 


1 
4 
1 


وحدة مساحة = < + 2= |[ 1(2 - 1) - 1(2 - 0)]| 2 + |[ 1(7 - 2) - 1(7 - 1] |= 


ا م EOE‏ م 
| 7 دور 1 ند المساحه المحددة بمنحني الداله g f(x) = sin4x‏ السينات بالفترة [- 0[ 
س 


sol : if J=0 >sin4X =0 >4x=0+nNnr ,N=0,1,2 
۸" =0+4×x=0 +× = 0 €]0, 2 [ لايجزأ التكامل‎ 


يجزأ التكامل [*, 0] ع“ = × حم = ×4 د1= 


لايجزأ التكامل [< , 0] € = × ج27 = ×4 + 2 = ۸ 


=| [fCOdx | + | Jf dx | =| J*(sin4x)dx | | J(sin4x)dx | 


= [= f cos4x] 1*1 [= } cos] 
(cost) - (cos0) | + > | (cos2r) - (cosr)| =| (- 1 (1| + =| (1) - (-1) | 


وحدة مساحة 1 1 


1 
e)‏ 
+= |2 |2 +|2- |= 
2 2 4 4 
sn,‏ ت ت ® م 
| 8 دور 2 ند المساحه المحددة بمنحني الداله S|۸2×‏ = (×)۴ ومحور السينات بالفترة [ -, = -] 
if J=0 >sin2x =0 >4x=0+nr ,N=0,1,2‏ 


sol : i 
۸ =50+<2×=0 <× = 0 يجزأ التكامل [ ,2 -]ع‎ 


يجزا التكامل ]2 2x = t> X = E‏ ج 1= 
لايجزا التکامل [ ح, < ]ع = × د م = 2 ج E,‏ 


=| f rf(dx | + | J fCOdx | =| f x(sin2x)dx | + | J2(sin2x)dx | 


= |= 2 c0s2x| 1*1 7 


= | (cos0) - (cos — r) | + = =| (cosrr) - (cos0) | 


=| CA EEes) - (| 


وحدة مساحة 2 =1 + 1= |2- |2 +|2 |= 


الطريق الى ال 100 = 

ند المساحة المحددة بين المنحنبي” sin = si‏ = ۷ بالفترة 1“ 
1 2 خارھ القللر د المساحه دة بين المنحنيين ×" أك = ۷ , "Xx‏ أsئ=‏ ۷ بالفترة [ <, 0] 
sol : h(x) = sinx - sinx = sinx (sinx — 1) EE‏ 


sinx (sinx -1)=0 © either sinx =0 $ X=0+nr 
۸" =0+<+ × =0 €]0,2[ لايجزأ التكامل‎ | 
n=1¬> x=r¥#€ [0,7] لايجزأ التكامل‎ 
OR sinx=1 ® x=” لايجزأً التكامل [”,0]ع‎ 


A =| [2(sinx — sinx )dx = E 1¬ c0S2x )- sinx | dx 


(x3 sin2x ) + c05 | |= || (-3sinr ) + cos | - | 3(0 -3sin0 ) + cos0 ||‏ 3( | 
unit‏ *- 1= |1-=|= 
لاحظ ان النصف قبل اجراء التكامل لم نستطع ان نخرجه الى خارج التكامل لأنه غير تابع لكل مابعده 


]0, ی2 = (×)۴ على الفترة‎ ٣× + 1 , g)×( = أك‎ ٣× ند المساحة المحددة بالمنحنيين‎ 
sol : h(X) = 2Zsinx + 1 -sinx = sinXx + 1 


83 دور 2 


.س تھا ےء ااه = کے ا ت 
لاتجزئ التکامل [ ,0 ] ع = × ج 1- = sinx + 1 =0 >sinx‏ 


3t 3T 
A =| f2 h(x)dx| = | f2 (sinx + 1)dx | 
3I 
|] = cosx + x |¢ | 


وحدة مساح = | (1-) - () | = | (0 + 050--) - (2 + گے 5ه-) | 


ج الطریق ال ا100 لے 


جد المساحة المحدد بالمنحني × كه = (»)۴ والمنحني × ۸ أك = (×)4 
وعلى الفترة 


2 2 3 
sol : h(X) = cosX - sinXx>CcosX - siNX = 0 ¬>cosX = sinx>tanx = 1 
زاوية الاسناد “ = 8 ودالة الظل تكون موجبة في الربعين الاول والثالث لذلك فان‎ 
E TT TT ے٣ 5ے‎ 
XSTE t2] ORK € [=> =] 


A=| fah(x)dx | + | JRODdx | 


=| ٤ (cosx — sinx)dx | + | (eos — sinx)dx | 


TT 
4 | [sink eas TE, [4] [simrtksas 2| 
2 4 


= | (sin + cos? )- (sin + cos) )| + | (sin + cos )- (sin + cos” )| 
5 1 1 1 1 

=|( 5+ 35)-(1+0)| + |(1 +0) -)+ = (| 

=|)5+1)|+|1-< | =| 2+1 |+ |1 - -/2| 

وحدة مساحة 2/ 2 = ( 1- 2/) +( 2+1/) = 


_3 3 5 : 2 

203 دور 1 جسم يتحرك على خط مستقیم وکانت سر عته می / ۸" V(t) => Vt K3 î‏ وکان بعده بد 
0 تەڪيدە مرور 4 ثواني من بدء الحرکه يساوي ۳ 20 جد ازاحته عند کل ) 

2-٠‏ - - حل |اذا علمت معادلة السرعة وطلب ايجاد الازاحة في ثانية محددة او الازاحة في اي زمن وعلم 
في السؤال بع الجسم والزمن المقطوع عنده فان نوع التكامل يكون غير محددا علما ان هذا الاحتمال تم تجاهله في 
المنهج الحالي ولابأس بالتطرق اليه للاحتياط 

E: ج 2 2 ع‎ 
s(t) = f v(t) dt = I ( 02 7 at =f Ê @+ 3f dt = 32+ 3.2@+ c 


s(t) = Vt + 6 /t+Cc ® tH HARES $C =0 $ s(t) = VE +F 6t 


الطریق الں ا100 لے 


aan |‏ جسم يتحرك على خط مستقیم بتعجیل قدره ٣‏ مء/" (18) فاذا کانت سرعته قد اصبحت 
7 سدور 1 


٣ھ82m/s‏ بعد مرور ٤عء(4)‏ من بدء الحركة جد : 
ه) المسافة خلال الثانية الرابعة . 


. ط) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 10 ثواني‎ 
v(D) = | a(D dt> v(t) = | 18 dt> v(t) = 18t + c -: الحل‎ 
v)( = 82 عندما‎ =4 
82=72+c > c=10 ¬ v(t) = 18 + 10 
a) d=| fV(Dadt| =| ff(18t+ 10)dt| 
= | [9t7 + 10t]4| = | (144 + 40) - (81 + 30) | 
=| 184-111 | = 73m 


b) s= J V(Dadt = ff a8t+ 10)dt = [9t2 + 10t 14° 
= (900 + 100) - ( 0 - 0) = 1000 m 


ms |‏ جسم يتحرك على خط مستقیم بتعجیل قدره هء/" (18) فاذا كانت سرعته قد اصبحت 
E ER‏ ٣ھ82m/s‏ بعد مرور ٤عء(4)‏ من بدء الحركة جد : 


1)المسافة خلال الثانية الثانية . 


2) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور ثانيتين . 


v(D =  a() dt> v() = | 18 dt> v() = 18t + c -: الحل‎ 
۷) = 82 عندما‎ = 4 
82 72+c ¬» c=10 > v(t) = 18t+ 0 


1( d =| J V(Ddt] =a... = 37 m 


2) s= fF V(Ddt= f(18t+ 10)dt = ......= 56 m 


ي العلمي اليا الطريق الى ال 100 ك 


RB””™Ê@٧#ګف۳”m™m‏ سم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 65 (4 - 2) = ()۷ جد المسافة المقطوعة بالفترة 
2000 ور 2 4 ay i‏ : 

[1,6] ثم جد بعد الجسم بعد مضي 4 ثواني من بدء الحركه 
ه) المسافة المقطوعة بالفترة [ 6 › 1] . 


sol : v(t) =0 >2t-4=0 ¬t=2 € [1 , إ6‎ 


d=| J VDadtl +1 J V(Ddt| =| JF(2t— 4)dt| + | J (2t— 4)dt | 
= [Fat | FI IF — 4E] | 
= | (4-8) - (1-4) | + |(36 - 24) - (4-8) | 
=|-4+3|+|12+4|=1+16=17 m 
. ا) بعده بعد مضي (4) ثواني من بدء الحركة‎ 
sol: s= Ff V(Ddt= f (2t— 4)dt = [t7 — 4t]; 
= (16-16) - (0-0) =0 m 


2008 ر :ا كانت سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم هي 3 + 6 + 37 = ()۷ احسب 
أ @ المسافة المقطوعة بالفترة [2,4] @ الازاحة المقطو عة بالفترة [2,4] 

@ الزمن اللازم ليصبح التعجيل 2ععء /" 18 

sol : v(t) = 0 ¬3 + 6t + 3= 0 ¬ 3(7 + 2t + 1( = 0 ¬ 3) + 1(7 = 0 


+= -1 € ]2 ,4[ 


d=| Gf V(Dadt| =| f (3t2 + 6t+ 3)dt | 
= | [t+ 3t2 + 3t]+| =| (64 + 48 + 12) - (8 + 12 + 6) | 
= |124 - 26| = 98m 
s= fFV(Ddt = f (3t2 + 6t + 3)dt 
= [t+ 3t2 + 3t] = (64+48 + 12) - (8 + 12 + 6( 
= 124 - 26 = 98M 
a(t) = V '(t) = 6t +6 © 18=6t+6 ?O6t=12 {=2 sec 


الطریق ال ا100 لے 


n |‏ سم درك على خط مسقم بتعجل نابت مارء m/sec‏ 5 فاذا کان پهن بدم الحركة 
>>> يساوي ۳ 180 بعد مرور ٤٥ء‏ 6 والسرعه عندها عهكئ/" 45 جد السرعه عند 2= 
الحل :- v() = j a() dt> v(t) = | 5 dt> v(t) = 5t + c‏ 
6 = عندما 45 = ()۷ 
=30+¢c > c=15 ¬ v(t) = 5t + 15‏ 45 
v(2) = 10 + 15 = 25 m/s‏ 
تلميح || لو طلب ايجاد الازاحة او البعد فقي زمن محدد او في اي زمن عندها نجري تکاملا غير محددا 
لان البعد معلوم 180 بعد مرور 4 ثواني ومنها نستخرج قيمة » وهذا السؤال يدل على ان ليس بالضرورة 
ان كل المعلومات التي تعطى في السؤال يمكن الاستفادة منها . 


TEN |‏ نسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل منتظم يساوي ”ك/" (2 + †3) جد سرعة الجسم بعد مضي 
Sse‏ 2 من بدء الحركة ثم حل المسافة المقطوعة بالفترة [2,6][ 


sol : v(t) = j a(t) dt > v(t) = (3t + 2) dt> v(t) = 5t2 + 2t+ e 
> = 0 بما ان التعجيل منتظم فأنه في بدء الحركة يكون فيها 0= , 0ا اي انه‎ 
v() = t2 + 2t 
a) v(2) = 6 +4 =10 m/s 
بما ان السرعة مجموع حدين او اكثر فلا داعي الى مساواتها بالصفر عن حساب المسافة المقطوعة (ط‎ 
. بفترة معين لان الزمن وان وجد ستكون قيمته سالبة او صفر وفي الحالتين لايجزاً التكامل‎ 
6 
d=| f V(Ddt| =| FG + 2Ddt| =| [t3 + | | 
=| (108+36) - (4+ 4) | =| 136 | = 136 m 


الطریق الں ا100 لے 


(100t-6t) تحر نقطة مادية من السكون وبعد † ثانية من بدء الحركة اصبحت سرعتها و/"‎ N, 
. ا جد الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الاول الدي بدأت منه ثم احسب التعجيل عندها‎ 
فارج القلر نفرض ان الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الاول  : ا0ك‎ 4 


s= ff V(Ddt = fg (100t — 6t)dt = [50t — 2t3} ا‎ 


= (50n — 2n3) - (0) = 50n — 2n 
)0( الجسم عاد الى النقطة التي تحرك منها فان الازاحة تساوي‎ 
0= 50n - 2n3 >2n”(25-Nn )=0 > n =0 Jags OR n = 25 sec 
a(t) = v '(t) = 100 - 12 ¬+ a(25) = 100 - 300= - 200 m/sec” 
|| حل اخر‎ 
s = §V(Ddt= [(100t — 6t%)dt > s = 5Ot — 2t + c 
بما ان الحركة من السكون فان (0 = , 0=ئ)‎ 


بما ان الجسم عاد الى موضعه الاول فان(0 = sئ) 0=0+Cc + C€C=0 ¬+دءs=507 - 2t3‏ 


0= 50t 2t3 >27 (25 -† (=0 > † = 0 يمل‎ OR t= 25 sec 
a(t) = v '(t) = 100 - 12 > a(25) = 100 - 300= - 200 m/sec’ 2010 
(5Ot — 3t) و ميقس نتحرك سيارة من السكون وبعد ()) دقيقة من بدء الحركة اصبحت سرعتها‎ 
. جد الزمن اللازم لعودة السيارة الى موضعها الاول الذي بدات منه ثم احسب التعجيل عند ذلك الزمن‎ k"/mأ٣‎ 
ans: t= 0 Jags OR t=25 min , a(t) = - 100 km/minُ 


U 
کې الايا که‎ 
4 ٠ << “ 


الطریقالی اد100 لے 


٤‏ سفينة شحن تتحرك بخط مستقيم بسرعة ۳/" 3 + 6 - 37 = ()۷ احسب 
3 خارچ القلر سر te‏ )( 


1( المسافة المقطوعة ضمن الفترة الزمنية [2,4] 
2014 سدور4 اټبار 2( الازاحة المقطو عة بعد مرور خمسة دقائق من بدء الحركة : 


sol : v(t) = 0 +3 - 6t + 3= 0 ¬+ 3(7 - 2t + 1( = 0 ¬+ 3) - 1(7 = 0 
]ج‎ =1 € ]2 , 4[ 
d =| f V(Dat | =| (GE — 6t+ 3)dt | 
= | [t® — 3t” + 3t]% | = | (64-48 + 12) - (8 -12 + 6) | = |26| = 26 m 
s= f V(Ddt= f (3t2 — 6t + 3)dt = [tF — 3t + 3t] 
= (125-75 + 15) -) 0 (= 65 m 


E ETT‏ جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل مقداره ۶/ 10 ويعد 2 ثانية من بدء الحركة اصبحت 
دور سرعته ك/" 24 جد المسافة المقطوعة في الثانية الخامسة ثم بعده بعد مضي 4 ثواني من 
N‏ بدء الحركة . 


v() = | a(t) dt> v() = Î 10 dt > v(t) = 10t + c -: الحل‎ 
۷)( = 24 عندما‎ = 2 
24=20+c > =4 > v(t) = 10+ 4 


a) d=| f VDadt| =| fJ? (10t+ 4)dt| 
= | [5t7 + 4t] | =| (125 + 20) - (80 + 16) | = 49 m 
b) s= f V(Dadt = fF(10t+ 4)dt = [5t2 + 4t]; 
= (80 + 16) -( 0 -0) = 96 m 


الطریق ای ا100 لے 


جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة كا" (7 + 4 + 37) = ()۷ جد المسافة التي 
0 دور 2 دور 1 
سے ا ا ت ی و 


|: v(t) =0 ¬3 + 4t + 7¢ 0+ 


gi ry 
=| (3t2 + 4t + Ddt| = | [t + 2t2 + 7t]§ | 
=| (64+ 32 + 28) -( 0)| = 124 m 

a(t) = v '(t) = 6t +4 > a(4) = 24 + 4 = 28 m/sec? 


”m©۳#@‏ سم يتحرك على خط مستقيم بسرعة ١أص/"‏ 9 + 124 - 32 = ()۷ احسب المسافة 
9 دور 1 2 E‏ : : 0 9 
sol : v(t) = 0 ¬3 - 12t + 9= 0 ¬+ 3)7 - 4t + 3( = 0 ¬+ 3)-3()-1( = 0‏ 
either t=1€E [0,2] , or t=3 # [0,2]‏ > 
2 1 
d =| f VCDdt | + | ff VDA |‏ 
(3t2 - 12t + 9)dt| + | J (3t2 - 12t + 9)dt|‏ |= 
[t7 — 6t” + 9t] | + | [t® — 6t + 9t] |‏ | = 
= |2-| + |4| = | (9 + 1-6( - )18 + 24 - 8( |+ |)0(-)6+9- 1( |= 
a(t) =v '(t) = 6t -12 © 18=6t—-12 530 =6t {=5 min‏ 


OEETTYTE |‏ جسم يتحرك على خط مستقیم بتعجیل قدرهہ ٥‏ عء/" (12 + 4) فاذا كانت سرعته قد اصبحت 
| دور 


Cم90m/s‏ بعد مرور ٥‏ عء(4) احسب المسافة المقطوعة بالفترة [1,2] 


sol : v(D = j a() dt> v(t) = [(4t + 12) d> v(t) = 2t7 + 12t + c 
۷)0 = 90 عندما‎ =4 
90 =32+48+c > c=10 > vt) = 2t7 + غ12‎ + 0 
بما ان السرعة مجموع حدين او اكثر فلا داعي الى مساواتها بالصفر عن حساب المسافة المقطوعة بفترة معين‎ 
. لان الزمن وان وجد ستكون قيمته سالبة او صفر وفي الحالتين لايجزأ التكامل‎ 


2 
d=| J V(Dat| =| Ef + 12t + 10)dt| =| E + 6t + 1ot| | 


وو وو ادون ا ا 
326m‏ = =| 


شق | = | 28 بګد |= 


جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث ان 6 - 3)7 = ()/ فجد 
1( المسافة المقطو عة بالفترة [3 , 1[ 
sol : v(t) =0 >37 - 6t =0 © 3t(t- 2) = 0> t= 0 € [1,3] or t = 2 E [1 , 3[‏ 


ټففیدي 2016 


d=| f VDadt|+| f V(Dadt| =| J (3t2 - 6Ddt| + | f (3t2 - 6Ddt | 
= |[t*- 3f |+| [t* — 3t]; | 
=| )8 -12(-)1 -3(| + ])27 -27( -)8 -12( | 
=|-4+2|+|0+4|=2+4 =6 وحدة طول‎ 
]1 , 3[ الازاحة المقطوعة بالفترة‎ (2 
sol: s= JP V(Ddt= f (3t2 - 6tdt = [tF — 3t 17 
= 27 27721 = 3(2 وعققطل‎ 


غ۹ الايا که 
AR 4‏ 


الطریق ای ا100 لے 


المنطقة المحددة بالمنحني Vx , OSXS4‏ = لإ ومحور السينات دارت حول محور 
السينات جد حجمها . 


b 4 1 2 ا‎ 
sol: V= rf y* dx = rtf; x dx =x | = 87 وحدة مكبة‎ 
0 


1 خارچ اھر 


20153 دور 3 


ند الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بين المنحني ×4 = ل والمستقيمين ۷=0,/=16 
؟ 71ےہ 16۷ _ 2 7 
sol : V= rf x2 dy = rf, ; dy = rl) = f (32-0) = 32 r‏ 


2 فارج القطر 


ند الحجم الناتج من دوران المنطقة المحددة بالقطع المكافئن ×8 = ”ل والمستقيمين 0,×=2=× 
نول محور السينات 
ن 2 b‏ 
وحدة مكعبة 167۲ = 5[ 7]4×2= sol: V=r f y* dx = rf; 8x dx‏ 


ند | الناتج من دوران المنطقة المحددة بالقطع المكافئ 2×7 = ۷ والمستقيمين 0,×=5=× 
| 2012 لحجم الناتج من دوران ة بالقطع المكافئ ل والمستقيمين 
a‏ 


نول محور السينات 


5 
sol : V = rf y2 dx = rf 4x* dx “rx | = 25007۲ وحدة مكعبة‎ 


1 وز 2 


جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1 + × = ل والمستقيمين 
22 دور اول 
ا 


2= ل , 1 = ل حول محور الصادات 


sol : y= × +1 + ×= y-1 


b 2 1 2 1 
V = rf, x2 dy = rf (y-1) dy = r; y2 — y| =r [(2-2)-( 2-1) = xr unit 


1 017 دود ر د الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني × ۷/5 = ل والمستقيمين 
و د ر XxX=1‏ حول المحور السيني 


Soli y= (5 xX Dy =5 XK 


2 
۷ = r 2ر‎ dx =r, 5x“ dx =r |x| = )32-1 (7 = 31 7 وحدة مكبة‎ 


ا الأحيايو الطريق الى ال 100 aaa‏ 


8 ور 1 ند الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1 + × = ل والمسقيم 4 = ل 
205 خارچ =1 نول المحور الصسا ت 


sol: y= X2 +1 ¬+ xav IfX=0 >y =1 | 1 ا‎ 
b 4 1 1 9 
V= rf, x? dy = rf (y-1) dy =| y* — y| =r [(8-4)-( 2-1) = ru 


1 15 2 د الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني “ = ۷ والمستقيمين 
ن 


2= ل , 1= ل حول المحور الصادي 


sol: »“ y= 


مر * م 1 ر 1 
جد ١‏ الناتج من دوران المنطقه المحددة بالمنحنى - = المستقمين - = = 
5 دور 3 : تعچم تع من وران پالمنڪي - لإ والفستايمين > × ,1 =× 
دورة كامله حول المحور الصادي . 


sol: x=1 >y =1, =2 2ل ج‎ hE 
EE نفس الحل السابق‎ 
تأكيد || اذا كان الدوران حول محور السينات وعلمت قيمتين ل(ل) فنقوم بتعويضهما بالمعادلة الاصلية لأستخراج‎ 
. قيمتي (×) والعكس بالعكس علما ان هذه الملاحظة مثيرة للجدل ويبقى العمل بها مادامت في الكتاب المنهجي‎ 
تأكيد || في الطبعة الجديدة 2017 - 2016 تم حذف هذا السؤال وتم استبداله بالسؤال ادناه‎ 
1 >7۷ >3 اوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين محور الصادات ومنحني الدالة : = حش‎ ١ مثال‎ 
. دورة كاملة حول محور الصادات‎ 


-: الحل‎ 
3 3 
Jy 3© xy = 3 × = > 
3 


1 3 
V=rf x*dy=rf, 3 


-913 5 
dy = rJ 9y 72 dy = rj] =) + 9(= 6r u 


لمو 1 يا وې الطريق الى ال 100 


ETT |‏ ند الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني × = ”ر والمستقيمين 
X=0, X=2 rE‏ حول المحور السيني 


b 2 1 n 
sol: V=rf y* dx=r fy x? dx =r x* = وحدة مكعبة47۲‎ 
0 


4= ل , 1 = ل حول المحور الصادي 
sol : V= rf? x2 dy =r dy = r[lny]+ = r (In4 - In1) = re In4 = 2r In2‏ 


ند الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين المنحني ×4 = ل والمستقيمين 
2014 فازحين 


1= ل , 0 = ل حول محور الصادات 


کے سوھ وو کک 
sol :*yJ = 4X © X EF‏ 


b 11 1 1 1 1 
V=rf, x dy = rf 2 y dy = r> | =rt(z— 0) =< unit 


حلوي إلاسنية إوزارية الخاصة بالنصي الخامس ر العادلات التفاضيين 


#جىنaهہ‏ حو 


سوال تابع للمشتقة حينها ويمكن ان يعاد بالصيغة التالية ليكون معادلة تفاضلية 
25 دور 1 : d‏ 
ت y _ _acosx+b 2 at û Sin X‏ 


اد = حلا للمعادله التفاصبه _ ا د ے 
هل ان dx (a+b cos x) ٤ y a+b cos x‏ 
dy (a+bcos x).cosx—sinx (-bsinx) _ _ acosb +b cos x+bsin*x‏ 1 
ا گگگkLگEگkk‏ گگگ گگگ -— 5 SO‏ 
dx (a+b cos x) (a+b cos x)‏ 


_ acosb +b(cos x+sinx) _ acosb +b 
(a+b cos x) (a+b cos x) 
اي ان العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية‎ 


سوال تابع للمشتقة حينها ويمكن ان يعاد بالصيغة التالية ليكون معادلة تفاضلية 
7 ټککیدي dy‏ 


هل ان e‏ حلا للمعادلة التفاضلية × se2‏ >"4 2 = 


ds 1+c0S2x 
1—-€c0S2x 2sin*x 
so|إ: درل‎ - — = tan*x = (tanx)+ 
1+COS2x Z2COS“X 
d e 
_ - 2 4۸× S٥ ٤2× اي ان العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية‎ 
XxX 


ؤال تابع للمشتقة حينها ويمكن ان يعاد بالصيغة التالية ليكون معادلة تفاضلية 


3 sei 3 
2 = 2cئc*×‎ cع0ما× هل ان ×اهء = لر حلا للمعادلة التفاضلية‎ 
dy 2 2 dy 
“ESC X= (cscXx) © ا‎ —2CSCX (=CsCX. COX) 
d2 r " 
= 2< csex cotx اي ان العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية‎ 
2 : 
ؤال تابع للمشتقة حينها ويمكن ان يعاد بالصيغة التالية ليكون معادلة تفاضلية‎ 
1 دور‎ 29 
dy 2 E حلا للمعادلة التقاضلة‎ y= sins اتتا ہیں ر‎ 
dx 1+cos x 1+ cos x 
dy  (1+cosx).cosx-sinx (-sinx) _ cosx+ cosx + sinx _  COSx+1 
dx (1+ cos x%)۶ (1+ cos x) (1+ cos x) 


2 و ااا 1 d‏ 
اي ان العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية کے ےک 


الطریق الں ا100 لے 


d2 س‎ gee, 
“ _ 6× = 0 هل ان 2- × - 3× = ل هو حلاللمعادلة التفاضلية‎ 


1 دور 1 3 


1 تەسر‎ 4 
ٍ dY _ 2و‎ d2y _ سس‎ 
sol : mm 3X -1 ¬+ E 6x 


2 
اذن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية LHs: - 6× = 6× - 6× = 0 : R١8‏ 


5 a n. 
© غل المعاداة و ن 0ے‎ 


dx 3y2+e» 1 دور‎ 1 
sol : ( 3y” + e» ) dy = cosX dx فازىین‎ 4 
a 
> [( 3y +e) dy = jcosx dx 


لاحظ الفرق بين سوال الكتاب والسؤال الوزاري ادناه >٤+×”أي=‏ ع + “ر 


oF. OE ê ua 
— = نل المعادله التفاصليه‎ | 
dx 37۶ خارج القطر نل ا‎ Z201 1 


sol: 3¥ dy=cosx dx > J3y dy = jcosx dx > y3 = sinx + c 


dy _ _sinx_ E RE ا‎ 
E Esin sn Ly FEE 
teen 


sol : ( 6y + e» ) dy = sinx dx 
> |) 6y + e" ) dy = Isinx dx 
2y + e = -cOSX + C 


sol : 2y y' = 6x + 3X7 ¬ ]2yy" +¥ .2¥' =6 + 6×[ )2( بالقسمة على‎ 


yy"+ (y) =3 + 3x yy" + (y'7 -3x= 3# 5 * LHS # RHS 
اذن العلاقة المعطاة × + 3×2 = 2ر هي ليست حلا للمعادلة التفاضلية 5 = ×3 - 7( )+ ر‎ 


لل ان “× + 3×7 = 7ر هو حلاللمعادلة التفاضلية 3= ×3 -”('/) + ”۷/۷ 


5 دور 1 
ستكون العلاقة المعطاة حلا للمعادلة التفاضلية المعطاة 


I= زحین‎ lj 2015 


e* dx -y° dy = 0 ۰ف حل المعادلة التفاضلية‎ 


1 دور 2 


sol: y* dy =e“*dx > jy? dy = je“ dx 
1 کے س‎ 
y =e“+c 
”+'-6/=0 بين ان “ع + “م = حلا للمعادلة التفاضلية‎ n۸ e RR. 
FF اا‎ 
sol: J'=2.e*-3.e%* , J" =4.e* + 9.e * د4 رسافة‎ 5 
نقوم بتعويضها بطرف المعادلة الأيسر ليكون الجواب صفرا‎ a 
LHS : yJ" + y' -6y =4.e* + 9.e ** +2. e* - 3.e * - (6)(e* +e * ) 
= 6.e* + 6.e *- 6.e*- 6.e * =0 = RHS 
LHS = RHS 


انن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية 
an.‏ رهن ان ×251۸2 + 3٥052٨‏ = ل هو حلا للمعادلة التفاضلية 0= 4+ ”ر 
sol: Jy' = -6sin2x + 4cosS2X, YJ” = -12cos2X - Ssin2x re 2015‏ 
6 دور 2 خارچ نقوم بتعويضها بطرف المعادلة الأيسر ليكون الجواب صفرا 
LHS : y” + 4y = (-12cos2x - 8sin2x) + 4(3cos2x + 2sin2xX)‏ 
12C0S2X - SSIN2X+ 12cOS2X + SsiNn2x = O0 = RHS‏ - = 


LHS = RHS 
اذن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية‎ 
ر‎ dy _ 
:ا‎ = )» + 1( × > j= («+ 1) dx 


Inly-1|=3x?+x+c > In|2-1|= 2(4) +2+c $c =-4 


الحل المطلوب 4- × + 7× <= |1- رإہ! 


ث ن y‏ 
حل المعادلة التفاضلية «×ع + = 'ر 
XxX‏ 


12 دور 2 


d 3 8 * ۾‎ 
sol: A=v+e" .......... (1 ا نفرض ان س = لينتج‎ 
. ا‎ 
dy dv ب‎ ê 5 مم‎ » br ee ha 
qVF KT ees (2 نشتق العلافه ×۷ = ل بالنسبه الى المتعير × لينتج‎ 
dv 1 i 
XV? e نعوض المعادله (2) بالمعادله (1) لينتج 3( اناا‎ 
dv_ „ dx _ dv ¥ . dX . f 5 atê E EF 
N SERT E 9E dv ¬ | =e dv لمتعيرات لينتج‎ ١ نفوم بفصل‎ 
ے‎ -1 
In|lx|=-e "+c > In|x|=—e x+c > In|x| = +c 
eX 


بین ان * ٥ھ‏ = ر هو حلاللمعادلة 0=لر+'ل حيث 46۴ 
12 20 ټفهیدي نقوم بتعويضها بطرف المعادلة الأيسر ليكون الجواب صفرا sol : y'=-ae”‏ 


205 دور 1 LHS: y'+y=-ae* + ae™* =0=RHS‏ 
ادن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية ٠“ 148 = RS‏ 


برهن ان ×۸ آء = ل هو حل للمعائلة 0=ل+"ر 
نقوم بتعويضها بطرف المعادلة الأيسر ليكون الجواب صفرا sol : Jy' = cosXx >y” = -sinx‏ 


LHS: y"+y= -sinx + sinx = 0 = RHS خارج القطر‎ 22 | 


اذن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلنة التفاضلية 


dy + N FTE gn, 
+ XY = 3X ,X=1,y =2 حل المعادله التفاصليه‎ Z2 دور‎ 5 
hi 2-y SS XOY) gy =X 


dy _ 


| x dx + -1"|3 - إل‎ = ×2 + c 
3-7 2 


× 2= إل - 3إما۔- د -|n|3-2| =+ ¬ 0= + > c=‏ 


ڪڪ dy Kass wur‏ 
0 حل المعاانة التقاضلبة =( ۸وا - )× 


d d دور انيار‎ 214 
sol: KA -tan2l)= > A= tanl +2 emin 
dx xX xX dx XK! XK 
dy _ م‎ ê J 2 * ۾‎ 
—=tanV+V n. (1 نفرض ان ۷ = = لينتج‎ 
dx xX 
dy dv ھە‎ ٠ ت‎ + ۳ me + 
بالنسبه الى المتغير × لينتج 2( ا و کک‎ y= VX نشتق العلافه‎ 
V i 
eg tanv+V ...... (3 نعوض المعادله (2) بالمعادله (1) لينتج‎ 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 
dv dx dx dx cosv 
x —={anV ¬—z= dV > — = cov dV ¬ — = 
dx x tanv XxX 


5: sinv 


dx COSV 
— =| — dv>lIn|x| = In|sinv| + In|c| , ¢ > 0 
XxX SIN1V 


Injx| = Injc(sinv)| > |X| = |c(sinv)| > x = + c({sinv) >xx= + c(sin > ) 


الطریق ای ا100 لے 


حل المعادلة التفاضلية (3x-y)yJ' =x+y‏ 


| 5 20 دور :2 


بقسمه البسط والمقام على #0 × لينتح در در+×=ر(ر-x)‏ : 


3x—y 
dy فا‎ dy =+ dy 1+ 
کیک کے کک ت‎ = LR. ه فت حادتة گ‎ 
ls, FEY i F&F "dh چ چ‎ 
x x Xx 
dy 1+ Vv y و‎ 
n ee 1 لبن‎ = = vy د ان‎ 
E e E ( نفرص ان نتج‎ 
dy dv ت‎ 2 il i ت س‎ 
re Sr (2 نشتق العلافه »×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ 
dv 1+v 2 2 6 
+) نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج 3( س‎ 
se: 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 
dv 1+vV dv (1+v)-v(3-v) dv 1+v-3v+v% 
= )ر و ل دد )»× جل‎ 
dx 3—v dx 3—vV dx 3—vV 
dv 1+v-3v+v% dv 1-2v+y% dv (1-v)۶ 
د ) و )ر ر )ب‎ 
dx 3—vV dx 3—vV dx 3—vV 
dx 3-v)dv dx 2+ (1-y dx 2 1—-y 
بے اہین گے ہن تد ہر ادع‎ 
x (1-v(2 x (1-v( x (1-۷) (1¬-۷( 


ل 


dv 


dv > لے‎ dv +Î 


1 
` (1-2 dv + (1-۷( (1-۷2 


(1-۷) 


(1—v) 2 dv +‏ | ے = ج 


۰ dv > Inlx| = (-2)[ -(1 -v) "1 - In|1 - v| +c 


> In|x|+ In|1 = v| = 


2 
a1) + c >In |X(1 - v)| = E + 


>Inx(1 I =+ e = In| x- y| =r +c >In | X- در‎ +€ 


0 ¥ 


U 
۹ ھا الأحياء‎ 
ha ٠ << “ 


الطریق ال ا100 لے 


Xy' =x +y هي حلا للمعادلة التفاضلية‎ y= x + 3X بين ان العلاقة‎ ٤ 
3 دور‎ 205 
1 دور‎ 214 


بضها بطرفي المعادلة التفاضلية للحصول على طرفين متساويين /'=2×x+3‏ 


sol : 
LHS: xy' = x ( 2X + 3) = 2X + 3X 
RHS : X+y= X7 + X7 + 3X = 2X7 + 3X 

العلاقة ×3 + × = ل هي حلا للمعادلة التفاضليةر + 7× = LHS = RSH >© xy‏ 


و« حل المعادلة التفاضلية × - = 'ل× حيث 1=ل, ×x=1‏ 
215 دور 3 


ارو 


d ب‎ d 
S|: =2 گر‎ = 1 
ج‎ x dx xX 
A= -1 (1 نفرض ان پس = ے لينتج‎ 
ر‎ d : 
۷ Su 2 n 
aX. (2 نشتق العلافه ×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ 
V+X—=V-1 ...... (3 نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج‎ 
dv dx ت ت تح‎ 
Xx د+¬1-=—‎ —= -dV >| = =- | dv نفوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 


Inlx|=-V+C ¬+ In|x| = —> + c > In|1| = -1 +c +¬ c1 


>In|x| = > + 1 
n. 
فارج القطر‎ 83 


بین ان ع + × = |إل|"! حیث ۴ ع ع هو حلاللمعادلة 2¥ + 4×7y‏ = ”ر 
5 دور 2 ج ل¥2×x‏ = "لج 2 = sol : 2y‏ 
Sena‏ 
4X ¥ + 2y‏ = ”لج 2¥ + yJ" =2xyJ' + 2Y > J" = 2x (2X¥)‏ 
نقوم بتعويضها بطرفي المعادلة التفاضلية للحصول على طرفي متساويين 


RHS : 4x y + 2y 


LHS: yJ"=4XyJ+2Y ,‏ 
ادن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية “٠ 118 = R HS‏ 


الطريق الى ال 100 جڪ 
حل المعادلة التفاضلية 0= 2× + 2ر ' 
YF OR e e FTE]‏ 

ان ن ر 2 


n” °‏ 
2 = لج 2×- 7= ر×2 :ا0ء 
بقسمة البسط والمقام على 0 # x2‏ لنتج 
2ږ 2 2_2 
e 2‏ “ر 
اسا ی ہے کے ےک ہے کے 5ه 
dx 2xy dx 2y dx 2) ( .‏ 
x2 x2 xX‏ 
dy _ ( v)”-1 NT‏ 
ان vy‏ = = لینتج 1 د 
ق dx 2(V ) ( x‏ 
توا 2 TT‏ ا : dv‏ 
نشتق العلافه ×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج 2( a SNK ete‏ 
n‏ م dv vZ-1‏ 
نعوص المعادله (2) بالمعادله (1) لينتج 3( VX‏ 
dx 2V‏ 
نقوم بفصل المتعيرات سسس 
dv v”-1 . x 2-1-2 3v 2-1‏ 
XX — = =‏ دVY-‏ = 
dx A1 2v d 2V‏ 


—-2vd 
- (2 +1( dx = 2 x۷ ےک د بل‎ 


1 dx _ أ‎ 2v dv 


2 
سإ < “- -ے‎ > 
e Iin|x| inlv +1|+InCc ,C>0 


Infc| = In|x| + Inv’ + 1| 


Injc| = In|x(v” + 1)| > c=+±x(v” +1) > c= ± x])- (+ 1[ 


2 ت ر 
y TT ek‏ 
C xX (3 1) >c X ( 3 J) ë ( )‏ 


الطريق الى ال 100 = 
ی | س حلا للمعادلة سے ۴ 
1 4 دور 2 بین ان 8 € ۾ , 4۾ + ×= | هو دلة 0=/-'ل2 


1 2 
sol: )2()2y( ¥ =1 = ^y" =1 <2 =¥ < 2¥ - ¥ =0 


ائن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية 


ر7× _ ر 


dy _ x٦‏ کی ق 
ا sol : xydy = - (¥ - x7)dxX‏ 


بقسمة البسط والمقام على 0 # 7× لينتج 


شر 2 ل ا 
d 7 dy_ FZ 2 dy _ 1-()  ِ‏ 
المعادلة متجانسة ب .”<> = کب ید = ب س = 2 
dx (=‏ و dx‏ و dx‏ 
x 5 XxX‏ 
نفرض ان ب = لینتچ 1( ٣ے‏ 
ea GG E TITY : == ¥‏ 
اتا dx V E.‏ 
ee‏ 6 * * 5ط dy dv‏ 
نشتق العلافه ×۷ = لإ بالنسبه الى المتغير × لينتج 2( gg VFX gg eens‏ 
dv 1-vڑ 2 E: E‏ 
نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج 3( )+ 
Vv‏ 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج 
dx v dv‏ 1-2۶ و ےس 1 کا پ1 س 
= چ ب X=‏ د لے 
dx dx V dx V % 1-22‏ 
dx vdv dx -1r —-4v dv -1‏ 
n | 1-2 2| +n cC ,C >0‏ = إn]xا-‏ =| ب |= - | 
٤ 1-2 v xX 4° 1-2y 4‏ 


1 1 
Injx| = -In| (1 2v2*| +Inc > Infce| = In| (1 — 2v 2*| + In |x| 


In|c| = In|x 71 - 2 v 7| + c=+±X 1-2۷ 2+ c=±x 1-2) (2 


الطریقالی ا100 لے 


d 1‏ 
24 دور 3 اثبت ان ×"| × = ل احد حلول المعادله x=x+Yy ,X>0‏ 
س 


sol : = )»( 2 )+ (Inx)[(1) =1+ Inx 
نقوم بتعويضها بطرفي المعادلة التفاضلية للحصول على طرفين متساويين‎ 


LHS : x = x(1 + Inx) = x + x Inx 
RHS: x+y=x+xlinx =x+ xlinx 
” LHS = RHS 

اذن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية 


1 


ZO16 


d .‏ 
اثبت ان ×- ×"| × = ل احد حلول المعادلة 0<×, x= x+y‏ 


= (x) ) + (Inx[(1) -1 = Inx 


sol :‏ 
dx‏ 
نقوم بتعويضها بطرفي المعادله التفاضلية للحصول على طرفين متساويين 
d‏ 
LHS : X 3 x Inx‏ 


RHS : 
“ LHS = RHS 


1 214 دور 4 اڼبار 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


XxX 
xXx+y=x+xXlinx -x =xlnx 
الن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية‎ 


tany dy = sinx dx 
sol : [tan?y dy = [sin x dx > 
|(secy -1)dy = j sinx . sinx dx 
j (secy -1)dy = j sinx .(1 - cosx) dx 
| (secy - 1(dy = ]( sinx - cosX .sinx) dX 
1 3 

tany - Jy =-cosx +> cos X + C 

1 2014 فازحين 


برهن ان »×ئه٥ء‏ = ل هو حل للمعادلة 0=لإ+"ر 


sol : yJ'=-sinx > yJ" = -COSX 


LHS: yJ" + y= -cosX + cosX =0 = RHS 
اذن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية‎ 


4 U 
ا ا ر ا يايو‎ 


2 
PONS Tt 
س ا‎ 


ا 


aa 
dy 


1 1 
sol : = و‎ secy dy = -dx 2 j secy dy = j ~dx ® tany = In|x| + c 


5 tan =In1+c ® 1=0+c ® c=1 Dtany = In|x| + 1 


حل المعادلة التفاضلية 2ر + × = © 2x2‏ 


x2 + y2 2 تھی‎ 20 12 
ااي‎ dy _ x+y dy _ 2 dy _ 1+( 2( ك‎ 
"dx 22 dx 2x ak 2 1 دور‎ 2014 
× تمصیدي‎ 5 
dy 1+ V۶ 1 y e T1 
= 1 لینن‎ = = yv ان‎ 
a 3 ( رص ان سے‎ 
SV+X (2 نشتق العلاقة »×۷ = ل بالنسبة الى المتغير × لينتج‎ 
dv _ 1+V 9 س‎ 
FR e (3 نعوص المعادله (2) بالمعادله (1) لينتج‎ 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 
dv_ 1+v2 dV _ 1+» - 2” dv 1 2 
> ا کت ت‎ = - 2۷+ 
ا ا س‎ 3 KPa SV 2۷+ 1( ¬+ 
1 1 
dv_ 1 . 35 dx 1 > dx 1 
x —= = ( ۷-1 سڪ‎ = dv ڪڪ‎ 
” ^ x 2) ) ˆ” چ‎ (V-2 ا‎ x ا‎ (vV-1(2 
1 F dx 1 
جد‎ [= |) -1( dv ج‎ > In|x| =-(v =1)" +e 
1 In|x| -1 2 -1 1 Inlx| -c -1 In|x|— 2c 
ل دم = ب = سک چ‎ = 
Z2 ت‎ v—1 2 v—1 2 
V—1 2 رت‎ 2 
س ب‎ = = =] z= 
-1 In|x|— 2c In|x| 2c In|x| 2c 
y 2x 
=1 = XxX 
2 XxX In|x| 2c 2¥ 


In|x| Zc 


Ax 
let ZC=C => J =X -=-—— 
In|x| Cı 


_الطریقالی ا ٥0ے‏ 


ابت ان 1= ”ر + ×2 هو حلاللمعادلة 2-= ”ر ”ر 
5 خارچ =1 .0 a‏ 


SOl : 4X + 2y J' = 0 +> 2¥ ¥" = - 4X ج‎ 
2= 2016 | 
-2x -2y2- 4×2 
y۶ y2 
_ -2y2-4×  _ -2)y+ 2x) _ 
Tk ج ن‎ 3 


الاولى قبل الانتقال اا المشتقة الثافية فم بتعويضها بطرفي المعادلة التفاضلية للحصول على طرفين متساويين 
اذا كانت ۱ 2 

تحتوي على اکر من نوع من سا س ا . 
المشتقات فيفضل الانتقال الى المشتقة RHS‏ =2-=) ا 7 LHS: yy‏ 


ادن العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية ٠“ 148 = R48‏ 


ملاحظة || يمكن ان يكون السؤال السابق هو:- 
هل ان 1= ”ل + 2×7 هو حلاللمعادلة 2- = ”(ل) + "لل 


Sol: 4X + 2JY' =0 >4+ 2y yJ" + 7'.2۷' =0 > ]2y ۷" + 2) (7 + 4 = 01+2 


2- = (¥) + "ل لد 2=0+ )¥( + yy"‏ 


کے علمي 1 ہیا یه الطريق الى ال 100 
5 ھازمیں 1 حل المعادلة التفاضلية 0 = yإك3y(Q‏ + ×2) + 2y(Q×‏ + ×) 


sol : (2x + 3y)dQy = - (x + 2y)dx 


نقسم البسط والمقام على 0 # × لينتج 2y‏ × ے dy‏ 
dx 2Zx+ 3y‏ 
2 - × 

dy _ = dy )2دت‎ ( 

ma aa 5 as 

dx ZX+3Y dx 2#3() 

XxX 

نفرض ان پس = لينتج 1( س 

dx 2 + 3v mnnnnnnnnnn + ھ‎ x ل‎ 
dy dv ۴ ا 2 7 ن‎ 
a SV FX Tr ceases (2 نشتق العلافه ×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ 

dv —1—2v ن ن‎ 

نعوض المعادله بالمعادله =( 
وین (2) + (1) لينتج 3( dx FIN‏ 
e‏ . ن > dv  —1—2v dv _  —1—-2v—-V(2+3V)‏ 
م بفصل المتعيرات لينتج يج س ا = س )د N‏ = — 
اد dx 2Z+3v dx 2 + 3v‏ 

dv _ -1-2y-2y-3 ۷2 dv _ 1+4v+3v2۶ 

n a د‎ - mn a aan 

dx Z2 + 3v dx Z2 + 3v 7 

let u =1 + 4V + 3V 
- dx _ Z+3v ت ا‎ 2 + 3V 
x 1+4v+3v2 1+4v+3v2 u" = 4 + 6۷ = 2)2 + 3۷ ( 


dx 2(2 + 3V 
کک]۔‎ 1 0 - -۔اn|x|‎ = 1n] 1 + 4v + 3 | + cC 
X 2°" 1+4v+3v 2 


1 
-c= In| (1 + 4v + 3v%)2 | + In|x| 


> Inc, =In| Xx. V1 + 4v + 3v |, C>0 >Cc=|X. 1۷1 + 4v + 3v | 


. Ay 3y? ۹ x2-+4xy+ 372 
+> C=|X. (1 ا و ا‎ | 5C1 = |X. | |ال‎ 


الطريق الى ال 100 >= 
5 د ور2 ارو حل المعادلة التفاضلية لرل × - =( × - ٣ر)‏ 


ر dy _ xy-‏ ق 
sol; X dy = - (y yi 5 a‏ 


dy _ _ ×2 dy _YJ Y2 
E iE ت چ‎ = | ) 
dx x dx x XxX 
2 
dy 2 TT HÊ 
VE e 1 لیے‎ = = yv ان‎ 
3 ( نفرض ان ج‎ 
dy dv دی‎ 2 i a 2 a 
e (2 نشتق العلافه »×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ 
dv : : . ت‎ 
V+X=V-V نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج 3( کک‎ 
dv dx _ —dv dx : و ا‎ 
(= نفوم بهصل المتغيرات لينتج کا ت ج ج‎ 


d 2 
= | - v2 dv > In|x| =v" +c > In|x| =+ c >in|x| = y+ c 


۳ 


X 


In|x| — c 


XxX XxX 
ت اا‎ a Mile e ye 


هل ان ×۸5 آء = ×ل حلاللمعادلة 0= ×yJ“ + 2¥ + 25y×‏ 
5 دور 2 خارچ 


Sol: y+xy' = bcos5X > JY’ + XJ" + y' = -25sin5X 
ا‎ 
XJ" + 2y' + 25siNn5X =0 ¬» XJ" + 2¥ + 25X¥ = 0 ) 


الن العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية 
dy e son 3‏ 
جد ۱١‏ العام للمعادله التفاصله = ے (1 + 
5 دور 2 e‏ : ا اا 
e‏ نجعل المعادله التفاصليه بالصورة sol : g(y)dy — f(x)dx‏ 


۳ dy _ Zdx dy _ ¢ 2dx 
(x + 1)dy = 2y dx ¬> e E أ ج‎ 0 1 > In |y| = 2In(x + 1)+c 


In |yl = In (x+1)”+c > In jy] = In (x + 1)7 + In c, 


Inly| = In cı(x + 1) > |y| = cı (xX + 1) 


الطريق الى ال 100 


3 


2 
المعادلة التفاضلية 7 ے'‎ 
"WH e د4 رسافة‎ 5 
ی‎ 
sol : بقسمة البسط والمقام على 0 # 7× لينتج‎ 
5 ۳ 1۱2 
dy ف کے ے‎ d المعادلة متجانسة ج ا و کے‎ 
dx xy+x d> ±= dx (2 )+1 
ا ا‎ x 
dy y2 4 y N ۸ E 
_ = | 
i ee (1 و ا ي لن‎ 
d ت ن‎ E j ا ت‎ 
E KOR ese (2 نشتق العلاقة »× = ل بالنسبة الى المتغير × لينتج‎ 
d ERE 
V+ = (3 نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج‎ 
dx v+1 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 
dv_ vÃ e x UW = v 2-v(v+1( وب‎ x WW 2ں‎ y2 yv ج‎ dv _ -v 
dx v+1 dx v+1 dx v+1 dx v+1 
1) d dx 
x(v + 1) dv = —-vdx 4% ل‎ | ± 
V 1 dx 1 dx 
— dv + | — dy = - | P| dv + | — dy = - | — 
Vv Vv X Vv X 
v + lnlv| = —lnlx| + e > *+ In|*| = —1n|x| + € 


تعقيب || بالرغم من ان السؤال غير موجود نصا في الكتاب المنهجي الا ان فكرته منهجية ويعتبر من الاسئلة 
المتوسطة الصعوبة او ماهو دون ذلك ويكون السوؤال اكثر صعوبة قليلا ان كان التكامل بالشكل التالي 
[(v+1)— 1| dv n dx‏ | ج = 1 3 


= 


vV+1 vV+1 Xx 


(+1) dv 1 ا‎ e dx 
Cr U Cel e el, 


odlnlv+1| = -— nlx] + c SEAR + 1| = —Inlx| + e 


حح 
کے ےن علهه الأحيايه 


re 


الطريق الى ال 100 | 
جد الحل العام للمعادلة التفاضلية 2ل - 1 = 2ر + ر× 
6 دور 1 ¿ dx‏ 
د 


xy dy = (1 - 2¥) dX‏ ج 2¥ - 1 = = 2 x‏ : ا50 


a. 


کے 


12y dy = - dx 


dy = = x پل‎ 5 


2 | ر‎ = 5 = dx >(-3) In|1 -2¥| = In|x| + c 


In|((1 — 2y2)*| = In|x| + Inc , Cı > 


-1 -1 
In|(1 — 2y) +| = In |cıX| > |(1— 2y) + | = [c1x| 


| 06 دور اول اوجد حل المعادلة التفاضلية 0= J'-X /y‏ عندما X=2,y=9‏ 
س 


نجعل المعادلة التفاضلية بالصورة ×ك(×)۴ = g)y(١¥‏ : ا50 
y _ dy _ dy_ =‏ 
x dx‏ إ = yz dy‏ > پا ج و 0= y‏ ای کک 
1 
+ ”(2) <= ۷9 2 ج X=2,y=9‏ + ×= رل 2د + × < = 2ر 2 


6=2+c 2e =4 رل 2 ج‎ =< × +4 


ب + »× = رل 4 د +2٥‏ 2× = رل4 ب + 2y => x‏ 


8= + +124 + + 2) = 4/9 ج 9= ل x=2,‏ “ 


SLUR |‏ كل الخسفلة التفةية 


xy dx = (x + y°) dy 


dy _ xy 3 
sol : X` #0 بقسمة البسط والمقا‎ 
dx x3 + 3ر‎ gege e 
x2 xy (3 ) 
7 a. ِ ٍ 
3ر ب+کږر بل‎ dx FF, ¥ dx 1+( =)3 
3 کے کي‎ 
dy V 
3 1 لينتج‎ = = vy ان‎ 
dx 1+v3 ( : minis 
dy dv دن ب » ت 9 ھم‎ 
ag VX agg e (2 نشتق العلافه ×۷ = ل بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ 
Vv Vv 
U) نعوض المعادلة (2) بالمعادلة (1) لينتج 3 ت‎ 
dx 1+v3 ( ناغوص (2) + (1) لي‎ 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج‎ 
dv_ V j dv _ v-v(1+ y3) dv_ vV-v-— y٤ . dv_ — y٤ 
= رب = () ر = —() دا‎ X= 
dx 1+yv3 dx 1+ v3 dx 1+v3 dx 1+vy3 


vه‏ ا + ہے = ]د dv‏ ےک[ جہن +1_ dx‏ 


dx 1 
. —= f v*dv + |— dv > -In|x| = - 3v + Inv] + In|c| ,C>0 
x Vv 3 


-In|x| = - ك‎ + Inlv| + Infe| > >= In|x| + Inv + Inlc! 


= In|cxv| > = Inlex( = )| 


XxX 


x3 


3 
-=In|cy| > ت‎ =In|cy| = a 
3Inlcy| 


1 
3y 
E. 


- 


الطریق الں ا100 لے 


حل المعادلة التفاضلية الآتية 0 = رك ر×2 - ×ل(3y‏ + 2×) 


d × 2 Z2 
sol : 2xydy = (x + 3¥) dx پک ی‎ 


2 دور‎ 6 1 
ي‎ 
dx 2XYy 


بقسمة البسط والمقام على 0 # 7× لينتج 


x 2 3y x 3y 
e E, 1+ 3)2 
2 2 ف‎ 
dx 2Y {dx EF dx 2)= ( 
x2 ×2 x 
dy 1+3v2 7¥ 8 
اچ اله‎ : 
dx 2v ٠ ¥ رصن ان‎ 
dy dv 8 e اا ذا‎ 
a بالنسبه الى المتغير × لينتج‎ y = VX نشتق العلاهه‎ 
dv 1+3v۶ . . iê 
V+ XX >= نعوض المعادله (2) بالمعادله (1) لينتج‎ 
dx 2V 
dv 1+3v% dv 1+ 3v— 2y dv 1+v” dx 2vdv 
x —= سر )ر دد = )د۷‎ = 
dx 2v dx 2v dx 2v x 1+y2 
dx 2v dv 
j= [es In|lx| = Inl1 + v2| + Inc ,c>O0 
xX 1+ y2 


In|x| = Injc([ + v%)| >|x| = [c(1 + v)| 


Z2 
x= Fe(1+ v2)» x= Fe(1+ (7)5 X= Fe(1+ 3) 


التقييم | السؤال من التمارين العامة الخاصة بالكتاب المقرر ويعد من الاسئلة المتوسطة الصعوبة . ويمكن للطالب عدم 
( ) ب ۷كتابة السطرين الاخيرين وينتهي السوال بمجرد اجراء التكامل على ان يستبدل 


*» 2 . = 3 
| 6 20 دور 2 خارج حل المعادله التفاصليه اا ٠‏ 
e‏ 


ZXYy‏ “ل 
بقسمة البسط والمقام على 0 # 7× لينتج اso‏ 
و 2 
3y2 x2 3 xX J.2‏ 
Û gD)‏ 2 2 
اففعانلة اة # 1 0 1 o O‏ ے ل 
dx 4 dx 2)= (‏ ا dx‏ 
x2 ×2 x‏ 
dy 3( v)”-1 y‏ 
ان vy‏ = = لینتج 1 کے س 
و dx 2(V ) ( x‏ 
قا 2 6 y dv E‏ 
نشتق العلافه »×۷ = ل بالنسبه الى المتعير × لينتج 2ا 5 MM XT‏ 
dv 3( v)Z-1‏ 
نعوص المعادله (2) بالمعادله (1) لين 3 )+ 
نعوص )2( (1) لينتج ( )2 a‏ 
نقوم بفصل المتغيرات لينتج 
dv 3v7-1 dv 3v7-1-2y۶ dv vZ-1‏ 
“Y> X(— = > x) —=‏ = 
dx 2v dx 2v dx 2v‏ 
dx 2vdv‏ 


(2-1) dx = ZVX dV > a 


dx 2v dv 
| == > In|x| = Inv? -1| +Inc ,c> O0 


x vZ2—-1 


> x= ±) -1( 


Inlx| = Injc(v’ - 1)| 


e رحلتی‎ 


هذا البر f‏ يهدف الى خدمة طلاب السادس 
ب عتا قد لام لتخطى هذه المرحله من خلال 

تونیر ما بحتاجونه من ملازم ونصادح ودروس 
وقل ما يقد م لي مجموعه برنامج رحلغي ئی 
السادس هو مجانی حيبت أن هذا العمل فير 
ربجي من دونآای مقابل e‏ هو 


ينع طباعتها او بيعها بأكثر من سعر الا سمتنساخ 


